APOSTILA DE  MATEMÁTICA
   CONTEÚDO
· Operações com números inteiros,
· Fracionários e decimais.
· Frações ordinárias e decimais. 
· Conjunto e funções. 
· Progressões aritméticas e geométricas. 
· Logaritmos. 
· Porcentagem e juros. 
· Razões e proporções. 
· Medidas de tempo. 
· Equações de primeiro e segundo grau; 
· Sistemas de equações. 
· Sistema de medidas de tempo, 
· Sistema métrico decimal, 
· Sistema monetário brasileiro. 
· Relações trigonométricas.  
· Formas geométricas básicas. Perímetro,  
· Área e volume de figuras geométricas. 
· Gráficos e tabelas. Porcentagem. 
· Regra de três simples e composta. 
· Cálculo Proposicional. 
· Lógica de 1ª ordem. 
· Raciocínio Lógico. 
· Resolução de problemas.
Operações com números inteiros, fracionários e decimais.
Adição
Os termos da adição são chamadas parcelas e o resultado da operação de adição é denominado soma ou total.
1º parcela + 2º parcela = soma ou total
A ordem das parcelas nunca altera o resultado de uma adição: a + b = b + a

O zero é elemento neutro da adição: 0 + a = a + 0

Subtração
O primeiro termo de uma subtração é chamado minuendo,  o segundo, subtraendo e o resultado da operação de subtração é denominado resto ou diferença.
minuendo  - subtraendo = resto ou diferença
A ordem dos termos pode alterar o resultado de uma subtração: a - b ≠ b - a (sempre que a ≠ b) Se adicionarmos uma constante k ao minuendo,  o resto será adicionado de k.
Se adicionarmos uma constante k ao subtraendo, o resto será subtraído de k. A subtração é a operação inversa da adição:

M - S = R ↔ R + S = M
A soma do minuendo  com o subtraendo e o resto é sempre igual ao dobro do minuendo.  M + S + R = 2 × M
Valor absoluto
O Valor absoluto de um número inteiro indica a distância deste número até o zero quando consideramos a representação dele na reta numérica.
Atenção: O valor absoluto de um número nunca é negativo, pois representa uma distância.
A representação do valor absoluto de um número n é | n |. (Lê-se "valor absoluto de n" ou "módulo de n".) Números simétricos
Dois números a e b são ditos simétricos ou opostos quando: a + b = 0

Exemplos:

-3 e 3 são simétricos (ou opostos) pois (-3) + (3) = 0.

4 e -4 são simétricos (ou opostos) pois (4) + (-4) = 0.

O oposto de 5 é -5.
O simétrico de 6 é -6.
O oposto de zero é o próprio zero.
Dois números simétricos sempres têm o mesmo módulo. Exemplo: |-3| = 3 e |3| = 3

Operações com números inteiros (Z)

Qualquer adição, subtração ou multiplicação de dois números inteiros sempre resulta também um número inteiro. Dizemos então que estas três operações estão bem definidas em Z ou, equivalentemente, que o conjunto Z é fechado para qualquer uma destas três operações.
As divisõs, as potenciações e as radiciações entre dois números inteiros nem sempre têm resultado inteiro. Assim, dizemos que estas três operações não estão bem definidas no conjunto Z ou, equivalentemente, que Z não é fechado para qualquer uma destas três operações.
Adições e subtrações com números inteiros
Existe um processo que simplifica o cálculo de adições e subtrações com números inteiros. Observe os exemplos seguintes:
Exemplo1:
Calcular o valor da seguinte expressão:

10 - 7 - 9 + 15 - 3 + 4

Solução:

Faremos duas somas separadas
•  uma só com os números positivos: 10 + 15 + 4 = +29

•  outra só com os números negativos: (-7) + (-9) + (-3) = -19
Agora calcularemos a diferença entre os dois totais encontrados: +29 - 19 = +10

Atenção: É preciso dar sermpre ao resultado o sinal do número que tiver o maior valor absoluto! Exemplo2:
Calcular o valor da seguinte expressão: -10 + 4 - 7 - 8 + 3 - 2

1º passo: Achar os totais (+) e (-): (+): +4 + 3 = +7

(-): -10 - 7 - 8 - 2 = -27
2º passo: Calcular a diferença dando a ela o sinal do total que tiver o maior módulo:
-27 + 7 = - 20

Multiplicação
Os termos de uma multiplicação são chamados fatores e o resultado da operação de multiplicação é donominado produto.
1º fator x 2º fator = produto
• 

O primeiro fator também pode ser chamado multiplicando  enquanto  o segundo fator pode ser chamado multiplicador.
•  A ordem dos fatores nunca altera o resultado de uma multiplicação: a x b = b x a

•  O número 1 é o elemento neutro da multiplicação: 1 x a = a x 1 = a

•  Se adicionarmos uma constante k a um dos fatores, o produto será adicionado de k vezes o outro
fator: a x b = c ↔

(a + k) x b = c + (k x b)
•  Se multiplicarmos um dos fatores por uma constante k, o produto será multiplicado por k: a × b = c ↔
(a × k)  × b = k × c

•  Podemos distribuir um fator pelos termos de uma adição ou subtração qualquer: a × (b ± c) = (a × b) ± (a × c)

Divisão inteira
Na divisão inteira de N por D ≠ 0, existirá um único par de inteiros, Q e R, tais que: Q × D + R = N e 0 ≤ R < R < |D| (onde |D| é o valor absoluto de D)

A segunda condição significa que R (o resto) nunca pode ser negativo.
Os quatro números envolvidos na divisão inteira são assim denominados: N é o dividendo; D é o divisor (sempre diferente de zero);
Q é o quociente; R é o resto (nunca negativo).
Exemplos:

1) Na divisão inteira de 60 por 7 o dividendo é 60, o divisor é 7, o quociente é 8 e o resto é 4.

8 × 7 + 4 = 60 e 0 ≤ 4 < |7|
2) Na divisão inteira de -60 por 7 o dividendo é -60, o divisor é 7, o quociente é -9 e o resto é 3.

-9 × 7 + 3 = -60 e 0 ≤ 3 < |7|
•  Quando ocorrer R = 0 na divisão de N por D, teremos Q × D = N e diremos que a divisão é exata indicando-a como N ÷ D = Q.
•  Quando a divisão de N por D for exata diremos que N é divisível por D e D é divisor de N ou, equivalentemente, que N é múltiplo de D e D é fator de N.

•  O zero é divisível por qualquer número não nulo: D ≠ 0 → 0 ÷ D = 0.

•  Todo número inteiro é divisível por 1: N ÷ 1 = N.

•  Se multiplicarmos o dividendo (N) e o divisor (D) de uma divisão por uma constante k ≠ 0, o quociente (Q) não será alterado mas o resto (R) ficará multiplicado por k, se R × k < D, ou será igual ao resto da divisão de R × k por D, se R × k  ≥ D.

Multiplicação e divisões com números inteiros
Nas multiplicações e divisões de dois números inteiros é preciso observar os sinais dos dois termos da operação:
Exemplos:

	Sinais iguais (+)
	Sinais opostos (-)

	(+) × (+) = +
	(+) × (-) = -

	(-) × (-) = +
	(-) × (+) = -

	(+) - (+) = +
	(+) - (-) = -

	(-) - (-) = +
	(-) - (+) = -


Adição e subtração de números fracionários
Temos que analisar dois casos:

1º) denominadores  iguais

Para somar frações com denominadores  iguais, basta somar os numeradores  e conservar o denominador.
Para subtrair frações com denominadores  iguais, basta subtrair os numeradores  e conservar o denominador.
Observe os exemplos:
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2º) denominadores  diferentes
Para somar frações com denominadores  diferentes, uma solução é obter frações equivalentes, de denominadores iguais ao mmc dos denominadores  das frações. Exemplo: somar as frações [image: image2.png]


.

Obtendo o mmc dos denominadores  temos mmc(5,2) = 10.
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(10:5).4 = 8
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      (10:2).5 = 25

Resumindo: utilizamos o mmc para obter as frações equivalentes e depois somamos normalmente as frações, que já terão o mesmo denominador,  ou seja, utilizamos o caso 1.

Multiplicação e divisão de números fracionários
Na multiplicação de números fracionários, devemos multiplicar numerador  por numerador,  e denominador  por denominador,  assim como é mostrado nos exemplos abaixo:
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Na divisão de números fracionários, devemos multiplicar a primeira fração pelo inverso da segunda, como é mostrado no exemplo abaixo:
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Operações com números decimais
Adição e Subtração: Para efetuar a adição ou a subtração de números decimais temos que seguir alguns passos:

(a) Igualar a quantidade de casas decimais dos números decimais a serem somados ou subtraídos acrescentando zeros à direita de suas partes decimais. Por exemplo:
(a) 2,4 + 1,723 = 2,400 + 1,723 (b) 2,4 - 1,723 = 2,400 - 1,723

(b) Escrever os numerais observando as colunas da parte inteira (unidades, dezenas, centenas, etc), de forma que:
i.  o algarismo das unidades de um número deverá estar embaixo do algarismo das unidades do outro número,
ii. o algarismo das dezenas de um número deverá estar em baixo do algarismo das dezenas do outro número,
iii. o algarismo das centenas deverá estar em baixo do algarismo das centenas do outro número, etc), iv. a vírgula deverá estar debaixo da outra vírgula, e
v. a parte decimal (décimos, centésimos, milésimos, etc) de forma que décimos sob décimos, centésimos sob centésimos, milésimos sob milésimos, etc.
Dois exemplos:
2,400
2,400
+ 1,723  - 1,723

-------   -------
(c) Realizar a adição ou a subtração.
Multiplicação de números decimais: Podemos multiplicar dois números decimais transformando  cada um dos números decimais em frações decimais e realizar a multiplicação de numerador  por numerador  e denominador  por denominador.  Por exemplo:
[image: image123.png]


2,25×3,5 =

225
35
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225×35

100×10


7875
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Podemos também multiplicar os números decimais como se fossem inteiros e dar ao produto tantas casas quantas forem as casas do multiplicando  somadas às do multiplicador. Por exemplo:
	
	2,25
	2 casas decimais
	multiplicando

	x
	3,5
	1 casa decimal
	multiplicador

	
	1125
	
	

	+
	675
	
	

	
	7875
	
	

	
	7,875
	3 casas decimais
	Produto


Divisão de números decimais: Como visto anteriormente, se multiplicarmos tanto o dividendo como o divisor de uma divisão por 10, 100 ou 1000, o quociente não se alterará. Utilizando essas informações poderemos efetuar divisões entre números decimais como se fossem divisões de números inteiros. Por exemplo: 3,6÷0,4=?

Aqui, dividendo e divisor têm apenas uma casa decimal, logo multiplicamos ambos por 10 para que o quociente não se altere. Assim tanto o dividendo como o divisor serão números inteiros. Na prática, dizemos que "cortamos" a vírgula.
Um outro exemplo:
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3,6÷0,4 =



3,6
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36×10
36
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0,35÷7=

0,35
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0,35×100
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=

100


= 0,05

Neste caso, o dividendo tem duas casas decimais e o divisor é um inteiro, logo multiplicamos ambos por 100 para que o quociente não se altere. Assim tanto o dividendo como o divisor serão inteiros.
Exercício: Uma pessoa de bom coração doou 35 alqueires paulistas de terra para 700 pessoas. Sabendo-se que cada alqueire paulista mede 24.200 metros quadrados, qual será a área que cada um receberá?
Divisão com o dividendo menor do que o divisor: Vamos considerar a divisão de 35 (dividendo) por 700 (divisor). Transforma-se o dividendo, multiplicando-se  por 10, 100, ..., para obter 350 décimos, 3500 centésimos, ... até que o novo dividendo fique maior do que o divisor, para que a divisão se torne possível. Neste caso, há a necessidade de multiplicar por 100.
Assim a divisão de 35 por 700 será transformada numa divisão de 3500 por 700. Como acrescentamos dois zeros ao dividendo, iniciamos o quociente com dois zeros, colocando-se uma vírgula após o primeiro zero. Isto pode ser justificado pelo fato que se multiplicarmos o dividendo por 100, o quociente ficará dividido por 100.

	dividendo
	3500
	700
	divisor

	resto
	0
	0,05
	quociente


Realiza-se a divisão de 3500 por 700 para obter 5, concluindo que 0,35/7=35/700=0,05.

Divisão de números naturais com quociente decimal: A divisão de 10 por 16 não fornecerá um inteiro no quociente. Como 10 < 16, o quociente da divisão não será um inteiro, assim para dividir o número 10 por
16, montamos uma tabela semelhante à divisão de dois números inteiros.
	10
	16

	
	?


(1) Multiplicando o dividendo por 10, o quociente ficará dividido por 10. Isto justifica a presença do algarismo 0 seguido de uma vírgula no quociente.
	100
	16

	
	0,


(2) Realizamos a divisão de 100 por 16. O resultado será 6 e o resto será 4.

	100
	16

	-96
	0,6

	4
	


(3) O resto 4 corresponde a 4 décimos = 40 centésimos, razão pela qual colocamos um zero (0) à direita do número 4.

	100
	16

	-96
	0,6

	40
	


(4) Dividimos 40 por 16 para obter o quociente 2 e o novo resto será 8.

	100
	16

	-96
	0,62

	40
	

	-32
	

	8
	


(5) O resto 8 corresponde a 8 centésimos = 80 milésimos, razão pela qual inserimos um 0 à direita do número 8. Dividimos 80 por 16 para obter o quociente 5 e o resto igual a 0.

	100
	16

	-96
	0,625

	40
	

	-32
	

	80
	

	-80
	

	0
	


A divisão 10/16 é igual a 0,625. O o quociente é um número decimal exato, embora não seja um inteiro.
Frações ordinárias e decimais
Para representar  os elementos que não são tomados como partes inteiras de alguma coisa, utilizamos o objeto matemático denominado fração.
O conjunto dos números naturais, algumas vezes inclui o zero e outras vezes não, tendo em vista que zero foi um número criado para dar significado nulo a algo. Nesse momento o conjunto N será representado  por:
N = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ... }
Logo, todos os números naturais representam  partes inteiras.
Os números que não representam  partes inteiras, mas que são partes de inteiros, constituem os números racionais não-negativos, aqui representados por Q+, onde esta letra Q significa quociente ou divisão de dois números inteiros naturais.
Q+ = { 0,..., 1/4,..., 1/2,..., 1,...,2,... }
Numeral: Relativo a número ou indicativo de número. Número: Palavra ou símbolo que expressa quantidade. Definição de fração
Os numerais que representam  números racionais não-negativos são chamados frações e os números inteiros utilizados na fração são chamados numerador  e denominador,  separados por uma linha horizontal  ou traço de fração.
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Numerador
Denominador
onde Numerador indica quantas partes são tomadas do inteiro, isto é, o número inteiro que é escrito sobre o traço de fração e Denominador  indica em quantas partes dividimos o inteiro, sendo que este número inteiro deve necessariamente  ser diferente de zero.
Observação: A linguagem HTML (para construir páginas da Web) não proporciona ainda um método simples para a implementar a barra de fração, razão pela qual, às vezes usaremos a barra / ou mesmo o sinal
÷, para entender  a divisão de dois números.
Exemplo: Consideremos a fração 1/4, que pode ser escrita como:
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1
4
Em linguagem matemática, as fracões podem ser escritas tanto como no exemplo acima ou mesmo como
1/4, considerada mais comum.
	1/4
	1/4

	1/4
	1/4


A unidade foi dividida em quatro partes iguais. A fração pode ser visualizada através da figura anexada, sendo que foi sombreada uma dessas partes.
Leitura de frações
(a) O numerador  é 1 e o denominador  é um inteiro 1<d<10

A leitura de uma fração da forma 1/d, onde d é o denominador  que é menor do que 10 é feita como:
	Fração
	1/2
	1/3
	1/4
	1/5
	1/6
	1/7
	1/8
	1/9

	Leitura
	um meio
	um terço
	um quarto
	um quinto
	um sexto
	um sétimo
	um oitavo
	um nono


(b) O numerador  é 1 e o denominador  é um inteiro d>10

Quando a fração for da forma 1/d, com d maior do que 10, lemos: 1, o denominador  e acrescentamos a palavra avos.

Avos é um substantivo masculino usado na leitura das frações, designa cada uma das partes iguais em que foi dividida a unidade e se cujo denominador  é maior do que dez.
	Fração
	Leitura

	1/11
	um onze avos

	1/12
	um doze avos

	1/13
	um treze avos

	1/14
	um quatorze avos

	1/15
	um quinze avos

	1/16
	um dezesseis avos

	1/17
	um dezessete avos

	1/18
	um dezoito avos

	1/19
	um dezenove avos


(c) O numerador  é 1 e o denominador  é um múltiplo de 10

Se o denominador  for múltiplo de 10, lemos:

	Fração
	Leitura
	Leitura Comum

	1/10
	um dez avos
	um décimo

	1/20
	um vinte avos
	um vigésimo


	1/30
	um trinta avos
	um trigésimo

	1/40
	um quarenta avos
	um quadragésimo

	1/50
	um cinqüenta avos
	um qüinquagésimo

	1/60
	um sessenta avos
	um sexagésimo

	1/70
	um setenta avos
	um septuagésimo

	1/80
	um oitenta avos
	um octogésimo

	1/90
	um noventa avos
	um nonagésimo

	1/100
	um cem avos
	um centésimo

	1/1000
	um mil avos
	um milésimo

	1/10000
	um dez mil avos
	um décimo milésimo

	1/100000
	um cem mil avos
	um centésimo milésimo

	1/1000000
	um milhão avos
	um milionésimo


Observação: A fração 1/3597 pode ser lida como: um, três mil quinhentos  e noventa e sete avos. Tipos de frações
A representação gráfica mostra a fração 3/4 que é uma fração cujo numerador  é um número natural menor do que o denominador.
	1/4
	1/4

	1/4
	1/4


A fração cujo numerador  é menor que o denominador,  isto é, a parte é tomada dentro do inteiro, é chamada fração própria. A fração cujo numerador  é maior do que o denominador,  isto é, representa mais do que um inteiro dividido em partes iguais é chamada fração imprópria.
3/3

2/3

5/3=1+2/3
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Fração aparente: é aquela cujo numerador  é um múltiplo do denominador  e aparenta ser uma fração mas não é, pois representa um número inteiro. Como um caso particular, o zero é múltiplo de todo número inteiro, assim as frações 0/3, 0/8, 0/15 são aparentes, pois representam  o número inteiro zero.
Frações Equivalentes: São as que representam  a mesma parte do inteiro. Se multiplicarmos os termos (numerador  e denominador) de uma fração sucessivamente pelos números naturais, teremos um conjunto infinito de frações que constitui um conjunto que é conhecido como a classe de equivalência da fração dada.
1/2
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Propriedades fundamentais
(1) Se multiplicarmos os termos (numerador  e denominador)  de uma fração por um mesmo número natural, obteremos uma fração equivalente à fração dada:
1
1×2
2
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4
(2) Se é possível dividir os termos (numerador  e denominador)  de uma fração por um mesmo número natural, obteremos uma fração equivalente à fração dada:
12
12÷2
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A fração como uma classe de equivalência
A classe de equivalência de uma fração é o conjunto de todas as frações equivalentes à fração dada. Ao invés de trabalhar com todos os elementos deste conjunto infinito, simplesmente poderemos tomar a fração mais simples deste conjunto que será a representante desta classe. Esta fração será denominada um número racional. Aplicando a propriedade fundamental,  podemos escrever o conjunto das frações equivalentes a

1/3, como:
C(1/3) = { 1/3, 2/6, 3/9, 4/12, 5/15, 6/18, ... }
Número Misto
Quando o numerador  de uma fração é maior que o denominador,  podemos realizar uma operação de decomposição desta fração em uma parte inteira e uma parte fracionária e o resultado é denominado número misto.
Transformação de uma fração imprópria em um número misto
17
16+1
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Transformação de um número misto em uma fração imprópria
1
[image: image158.png]


[image: image159.png]


4
= 4+
4

1
16
1
17
[image: image160.png]


[image: image161.png]


[image: image162.png]


=
+
=
4
4
4
4
Simplificação de Frações
Simplificar frações é o mesmo que escrevê-la em uma forma mais simples, para que a mesma se torne mais fácil de ser manipulada.
O objetivo de simplificar uma fração é torná-la uma fração irredutível, isto é, uma fração para a qual o Máximo Divisor Comum entre o Numerador e o Denominador  seja 1, ou seja, o Numerador e o Denominador  devem ser primos entre si. Essa simplificação pode ser feita através dos processos de divisão sucessiva e pela fatoração.
A divisão sucessiva corresponde a dividir os dois termos da fração por um mesmo número (fator comum )

até que ela se torne irredutível.
36
36÷2
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30
30÷2


9
9÷3
3
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Respectivamente, dividimos os termos das frações por 2, 2 e 3.

Observação: Outra maneira de divisão das frações é obter o Máximo Divisor Comum entre o Numerador e o
Denominador  e simplificar a fração diretamente por esse valor.
Exemplo: Simplificaremos a fração 54/72, usando o Máximo Divisor Comum. Como MDC(54,72)=18, então
54:18=3 e 72:18=4, logo:

54
54÷18
3
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Comparação de duas frações
(1) Por redução ao mesmo denominador
Se duas frações possuem denominadores  iguais, a maior fração é a que possui maior numerador.  Por exemplo:
3  <   4
5
5
(2) Tanto os numeradores  como os denominadores  das duas frações são diferentes
Devemos reduzir ambas as frações a um denominador  comum e o processo depende do cálculo do Mínimo Múltiplo Comum entre os dois denominadores  e este será o denominador  comum às duas frações. Na seqüência, divide-se o denominador  comum pelo denominador  de cada fração e multiplica-se o resultado obtido pelo respectivo numerador.
Exemplo: Vamos comparar as frações 2/3 e 3/5. Como os denominadores  são 3 e 5, temos que MMC(3,5)=15. Reduzindo ambas as frações ao mesmo denominador  comum 15, aplica-se a regra de dividir o denominador  comum pelo denominador  de cada fração e na seqüência multiplica-se esse respectivo número pelo numerador.
2
3
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Multiplicando os termos da primeira fração por 5 e multiplicando  os termos da segunda fração por 3, obteremos:
2
2×5
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3×5


3×3
3
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=

5×3
5

Temos então os mesmos denominadores,  logo:

2
10
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=
3
15


9
3
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e podemos garantir que


2
10
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3
15


9
3
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(3) As frações possuem um mesmo numerador
Se os numeradores  de duas frações forem iguais, será maior a fração cujo denominador  for menor. Exemplo: Uma representação gráfica para a desigualdade
3
3
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>
4
8 pode ser dada geometricamente por:
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3/4=6/8

3/8
	1/8
	1/8
	1/8
	1/8

	1/8
	1/8
	1/8
	1/8


Observe que a área amarelada é maior na primeira figura.
Divisão de frações
Consideremos inicialmente  uma divisão D de duas frações, denotada por:
1
2
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D =
÷
2
3
Um modo fácil para explicar esta divisão é tomar as duas frações com o mesmo denominador  e realizar a divisão do primeiro numerador  pelo segundo numerador,  isto é:

1
2
3
4
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D =
÷
=
÷
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2
3
6
6
pois 1/2 é equivalente a 3/6 e 2/3 é equivalente a 4/6. O desenho abaixo mostra as frações 1/2 e 2/3, através de suas respectivas frações equivalentes: 3/6 e 4/6.
3/6

4/6
	1/6
	1/6
	1/6

	1/6
	1/6
	1/6


Realizar a divisão entre dois números fracionários ou não A e B, é o mesmo que procurar saber quantas partes de B estão ocupadas por A. Quantas partes da fração 4/6 estão ocupadas pela fração 3/6?

No desenho, os numeradores  das frações estão em cor amarela. Como temos 3 partes em amarelo na primeira fração e 4 partes em amarelo na segunda fração, a divisão corresponde à fração 3/4, ou seja, em cada 4 partes amarelas, 3 estão ocupadas.
Este argumento justifica a divisão de duas frações pela multiplicação da primeira fração pelo inverso da segunda fração e observamos que de fato isto funciona neste caso:
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D =  1 ÷ 2
2
3
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= 3 × 6

6
4
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= 18 =  3

24
4

Na verdade, há um tratamento mais geral que o deste caso particular. A divisão de um número real a/b pelo número real c/d é, por definição, a multiplicação do número a/b pelo inverso de c/d. Acontece que o
inverso de c/d é a fração d/c, assim:

a
c
a
d
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d
b
c


a.d
b.c

Dentre todas as frações, existe um tipo especial cujo denominador  é uma potência de 10. Este tipo é denominado fração decimal.
Exemplos de frações decimais, são:

1/10, 3/100, 23/100, 1/1000, 1/103
Toda fração decimal pode ser representada  por um número decimal, isto é, um número que tem uma parte inteira e uma parte decimal, separados por uma vírgula.
A fração 127/100 pode ser escrita na forma mais simples, como:
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127
100

= 1,27

onde 1 representa a parte inteira e 27 representa a parte decimal. Esta notação subentende  que a fração
127/100 pode ser decomposta na seguinte forma:
127
100

100+27
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=

100

100
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=

100


27
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+

100



= 1+0,27 = 1,27

A fração 8/10 pode ser escrita na forma 0,8, onde 0 é a parte inteira e 8 é a parte decimal. Aqui observamos que este número decimal é menor do que 1 porque o numerador  é menor do que o denominador  da fração.
Leitura de números decimais
Para ler números decimais é necessário primeiramente, observar a localização da vírgula que separa a parte inteira da parte decimal.
Um número decimal pode ser colocado na forma genérica:
	Centenas
	Dezenas
	Unidades
	,
	Décimos
	Centésimos
	Milésimos


Por exemplo, o número 130,824, pode ser escrito na forma:
	1 Centena
	3 dezenas
	0 unidades
	,
	8 décimos
	2 centésimos
	4 milésimos


Exemplos:

	0,6
	Seis décimos

	0,37
	Trinta e sete centésimos

	0,189
	Cento e oitenta e nove milésimos

	3,7
	Três inteiros e sete décimos

	13,45
	Treze inteiros e quarenta e cinco centésimos

	130,824
	Cento e trinta inteiros e oitocentos e vinte e quatro milésimos


Transformando frações decimais em números decimais
Podemos escrever a fração decimal 1/10 como: 0,1. Esta fração é lida "um décimo". Notamos que a vírgula separa a parte inteira da parte fracionária:
	parte inteira
	
	parte fracionária

	0
	,
	1


Uma outra situação nos mostra que a fração decimal 231/100 pode ser escrita como 2,31, que se lê da seguinte maneira: "dois inteiros e trinta e um centésimos". Novamente observamos que a vírgula separa a parte inteira da parte fracionária:
	parte inteira
	
	parte fracionária

	2
	,
	31


Em geral, transforma-se uma fração decimal em um número decimal fazendo com que o numerador  da fração tenha o mesmo número de casas decimais que o número de zeros do denominador.  Na verdade, realiza-se a divisão do numerador pelo denominador.  Por exemplo:
(a) 130/100  = 1,30 (b) 987/1000 = 0,987 (c) 5/1000   = 0,005

Transformando números decimais em frações decimais
Também é possível transformar um número decimal em uma fração decimal. Para isto, toma-se como numerador  o número decimal sem a vírgula e como denominador  a unidade (1) seguida de tantos zeros quantas forem as casas decimais do número dado. Como exemplo, temos:
(a) 0,5  = 5/10 (b) 0,05  = 5/100 (c) 2,41 = 241/100
(d) 7,345 = 7345/1000

Propriedades dos números decimais
Zeros após o último algarismo significativo: Um número decimal não se altera quando se acrescenta ou se retira um ou mais zeros à direita do último algarismo não nulo de sua parte decimal. Por exemplo:
(a) 0,5
= 0,50 = 0,500 = 0,5000 (b) 1,0002

= 1,00020 = 1,000200

(c) 3,1415926535 = 3,141592653500000000

Multiplicação por uma potência de 10: Para multiplicar um número decimal por 10, por 100, por 1000,

basta deslocar a vírgula para a direita uma, duas, ou três casas decimais. Por exemplo:
(a) 7,4 x 10  = 74 (b) 7,4 x 100 = 740 (c) 7,4 x 1000 = 7400

Divisão por uma potência de 10: Para dividir um número decimal por 10, 100, 1000, etc, basta deslocar a vírgula para a esquerda uma, duas, três, ... casas decimais. Por exemplo:
(a) 247,5 ÷ 10  = 24,75 (b) 247,5 ÷ 100 = 2,475 (c) 247,5 ÷ 1000 = 0,2475

Comparação de números decimais
A comparação de números decimais pode ser feita analisando-se as partes inteiras e decimais desses números. Para isso, faremos uso dos sinais: > (que se lê: maior); < (que se lê: menor) ou = (que se lê: igual).
Números com partes inteiras diferentes: O maior número é aquele que tem a parte inteira maior. Por exemplo:
(a) 4,1 > 2,76, pois 4 é maior do que 2. (b) 3,7 < 5,4, pois 3 é menor do que 5.

Números com partes inteiras iguais: Igualamos o número de casas decimais acrescentando  zeros tantos quantos forem necessários. Após esta operação, teremos dois números com a mesma parte inteira mas com partes decimais diferentes. Basta comparar estas partes decimais para constatar qual é o maior deles. Alguns exemplos, são:

(a) 12,4 > 12,31 pois 12,4=12,40 e 40 > 31.

(b) 8,032 < 8,47 pois 8,47=8,470 e 032 < 470. (c) 4,3 = 4,3
pois 4=4 e 3=3.

Porcentagem
Ao abrir um jornal, ligar uma televisão, olhar vitrines, é comum depararmos com expressões do tipo:
 A inflação do mês foi de 4% (lê-se quatro por cento)
 Desconto de 10% (dez por cento) nas compras à vista.
 O índice de reajuste salarial de março é de 0,6% (seis décimos por cento)
A porcentagem é um modo de comparar números usando a proporção direta, onde uma das razões da proporção é uma fração cujo denominador  é 100. Toda razão a/b na qual b=100 chama-se porcentagem.
Exemplos:

(1) Se há 30% de meninas em uma sala de alunos, pode-se comparar o número de meninas com o número total de alunos da sala, usando para isto uma fração de denominador  100, para significar que se a sala tivesse
100 alunos então 30 desses alunos seriam meninas. Trinta por cento é o mesmo que
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30
100

= 30%

(2) Calcular 40% de R$300,00 é o mesmo que determinar um valor X que represente  em R$300,00 a mesma proporção que R$40,00 em R$100,00. Isto pode ser resumido na proporção:
40
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=
100


X
300
Como o produto dos meios é igual ao produto dos extremos, podemos realizar a multiplicação cruzada para obter: 100X=12000, assim X=120

Logo, 40% de R$300,00 é igual a R$120,00.

(3) Li 45% de um livro que tem 200 páginas. Quantas páginas ainda faltam para ler?
45
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=
100

X
200
o que implica que 100X=9000, logo X=90. Como eu já li 90 páginas, ainda faltam 200-90=110 páginas.
Conjuntos e Funções
1 - Conjunto: conceito primitivo; não necessita, portanto, de definição. Exemplo: conjunto dos números pares positivos: P = {2,4,6,8,10,12, ... }.
Esta forma de representar  um conjunto, pela enumeração dos seus elementos, chama-se forma de listagem. O mesmo conjunto também poderia ser representado  por uma propriedade dos seus elementos ou seja, sendo x um elemento qualquer do conjunto P acima, poderíamos escrever:
P = { x | x é par e positivo } = { 2,4,6, ... }.
1.1 - Relação de pertinência:
Sendo x um elemento do conjunto A , escrevemos x

1.2 - Subconjunto:
Se todo elemento de um conjunto A também pertence a um conjunto B, então dizemos que
A é subconjunto de B e indicamos isto por A

2 - Conjuntos numéricos fundamentais
Entendemos por conjunto numérico, qualquer conjunto cujos elementos são números. Existem infinitos conjuntos numéricos, entre os quais, os chamados conjuntos numéricos fundamentais, a saber:
Conjunto dos números naturais
N = {0,1,2,3,4,5,6,... }
Conjunto dos números inteiros Z = {..., -4,-3,-2,-1,0,1,2,3,... } Obs: é evidente que N

Conjunto dos números racionais
Q = {x; x = p/q com p
Conjunto dos números irracionais
I = {x; x é uma dízima não periódica}. Exemplos de números irracionais:
3 - Intervalos numéricos
Dados dois números reais p e q, chama-se intervalo a todo conjunto de todos números reais compreendidos entre p e q , podendo inclusive incluir p e q. Os números p e q são os limites do
intervalo, sendo a diferença p - q , chamada amplitude do intervalo.
Se o intervalo incluir p e q , o intervalo é fechado e caso contrário, o intervalo é dito aberto. A tabela abaixo, define os diversos tipos de intervalos.
Î A , onde o símbolo Î significa "pertence a".

Sendo y um elemento que não pertence ao conjunto A , indicamos esse fato com a notação y Ï A.

O conjunto que não possui elementos , é denominado conjunto vazio e representado  por f .

Com o mesmo raciocínio, e opostamente ao conjunto vazio, define-se o conjunto ao qual pertencem  todos os elementos, denominado conjunto universo, representado  pelo símbolo U.

Assim é que, pode-se escrever como exemplos: Æ = { x; x ¹ x} e U = {x; x = x}. Ì B.

Notas:

a) todo conjunto é subconjunto de si próprio. ( A Ì A )

b) o conjunto vazio é subconjunto  de qualquer conjunto. (Æ Ì A)

c) se um conjunto A possui m elementos então ele possui 2m subconjuntos.
d) o conjunto formado por todos os subconjuntos de um conjunto A é denominado conjunto das partes de A e é indicado por P(A).
Assim, se A = {c, d} , o conjunto das partes de A é dado por P(A) = {f , {c}, {d}, {c,d}}
e) um subconjunto de A é também denominado parte de A.Ì Z.Î Z , q Î Z e q ¹ 0 }.
Temos então que número racional é aquele que pode ser escrito na forma de uma fração p/q onde p e q são números inteiros, com o denominador  diferente de zero.
Lembre-se que não existe divisão por zero!.
São exemplos de números racionais: 2/3, -3/7, 0,001=1/1000, 0,75=3/4, 0,333... = 1/3, 7 = 7/1, etc.
Notas:

a) é evidente que N Ì Z Ì Q.
b) toda dízima periódica é um número racional, pois é sempre possível escrever uma dízima periódica na forma de uma fração.
Exemplo: 0,4444... = 4/9 p = 3,1415926... (número pi = razão entre o comprimento  de qualquer
circunferência  e o seu diâmetro)
2,01001000100001... (dízima não periódica) Ö 3 = 1,732050807... (raiz não exata).
Conjunto dos números reais
R = { x; x é racional ou x é irracional}. Notas:

a) é óbvio que N Ì Z Ì Q Ì R

b) I Ì R

c) I È Q = R

d) um número real é racional ou irracional, não existe outra hipótese!
	TIPOS
	REPRESENTAÇÃO
	OBSERVAÇÃO

	INTERVALO FECHADO
	[p;q] = {x
Î R; p £ x £ q}
	inclui os limites p e q

	INTERVALO ABERTO
	(p;q) = { x

Î R; p < x < q}
	exclui os limites p e q

	INTERVALO FECHADO A ESQUERDA
	[p;q) = { x

Î R; p £ x < q}
	inclui p e exclui q

	INTERVALO FECHADO À DIREITA
	(p;q] = {x
Î R; p < x £ q}
	exclui p e inclui q

	INTERVALO SEMI- FECHADO
	[p;

¥ ) = {x Î R; x ³ p}
	valores maiores ou iguais a p.

	INTERVALO SEMI- FECHADO
	(-
¥ ; q] = { x Î R; x £ q}
	valores menores ou iguais a q.

	INTERVALO SEMI- ABERTO
	(-
¥ ; q) = { x Î R; x < q}
	valores menores do que q.

	INTERVALO SEMI- ABERTO
	(p;

¥ ) = { x > p }
	valores maiores do que p.


Nota: é fácil observar que o conjunto dos números reais, (o conjunto R) pode ser representado  na forma de intervalo como R = ( -
4 - Operações com conjuntos
4.1 - União (

Dados os conjuntos A e B , define-se o conjunto união A Propriedades imediatas:
a) A

4.2 - Interseção (

Dados os conjuntos A e B , define-se o conjunto interseção A Propriedades imediatas:
a) A

São importantes  também as seguintes propriedades : P1. A

4.3 - Diferença: A - B = {x ; x

Observe que os elementos da diferença são aqueles que pertencem  ao primeiro conjunto, mas não
pertencem  ao segundo. Exemplos:

{ 0,5,7} - {0,7,3} = {5}.
{1,2,3,4,5} - {1,2,3} = {4,5}.f = A

b) f - A = f

c) A - A = Æ
d) A - B ¹ B - A ( a diferença de conjuntos não é uma operação comutativa).Ì A , a diferença A - B chama-se, neste caso, complementar  de B em relação a A .

Simbologia: CAB = A - B.

Caso particular: O complementar  de B em relação ao conjunto universo U, ou seja , U - B ,é indicado pelo símbolo B' .Observe que o conjunto B' é formado por todos os elementos que não pertencem  ao conjunto B, ou seja:

B' = {x; x Ï B}. É óbvio, então, que:Ç B' = f b) B È B' = U

c) f' = U

d) U' = f

5 - Partição de um conjunto
Seja A um conjunto não vazio. Define-se como partição de A, e representa-se  por part(A), qualquer subconjunto do conjunto das partes de A (representado  simbolicamente por P(A)), que satisfaz simultaneamente, às seguintes condições:
1 - nenhuma  dos elementos de part(A) é o conjunto vazio.
2 - a interseção de quaisquer dois elementos de part(A) é o conjunto vazio.
3 - a união de todos os elementos de part(A) é igual ao conjunto A.

Exemplo: Seja A = {2, 3, 5}
Os subconjuntos de A serão: {2}, {3}, {5}, {2,3}, {2,5}, {3,5}, {2,3,5}, e o conjunto vazio - Ø. Assim, o conjunto das partes de A será:

P(A) = { {2}, {3}, {5}, {2,3}, {2,5}, {3,5}, {2,3,5}, Ø }
Vamos tomar, por exemplo, o seguinte subconjunto de P(A): X = { {2}, {3,5} }
Observe que X é uma partição de A - cuja simbologia é part(A) - pois:

a) nenhum  dos elementos de X é Ø . b) {2}
6 - Número de elementos da união de dois conjuntos
Sejam A e B dois conjuntos, tais que o número de elementos de A seja n(A) e o número de elementos de B

seja n(B).

Nota: o número de elementos de um conjunto, é também conhecido com cardinal do conjunto.
Representando  o número de elementos da interseção A Ç {3, 5} = Ø
c) {2} U {3, 5} = {2, 3, 5} = A

Sendo observadas as condições 1, 2 e 3 acima, o conjunto X é uma partição do conjunto A.

Observe que Y = { {2,5}, {3} } ; W = { {5}, {2}, {3} }; S = { {3,2}, {5} } são outros exemplos de partições do conjunto A.

Outro exemplo: o conjunto Y = { {0, 2, 4, 6, 8, ...}, {1, 3, 5, 7, ...} } é uma partição do conjunto N dos números naturais, pois {0, 2, 4, 6, 8, ...} Ç {1, 3, 5, 7, ...} = Ø e {0, 2, 4, 6, 8, ...} U {1, 3, 5, 7, ...} = N . Ç B por n(A Ç B) e o número de elementos da união A È B por n(A È B) , podemos escrever a seguinte fórmula:
n(A È B) = n(A) + n(B) - n(A Ç B)

Propriedades imediatas:
a) A -
4.3.1 - Complementar  de um conjunto
Trata-se de um caso particular da diferença entre dois conjuntos. Assim é , que dados dois conjuntos A e B, com a condição de que B

a) B

¥ ; + ¥ ).È )È B = { x; x Î A ou x Î B}.
Exemplo: {0,1,3} È { 3,4,5 } = { 0,1,3,4,5}. Percebe-se facilmente que o conjunto união contempla todos os elementos do conjunto A ou do conjunto B.È A = A

b) A È f = A

c) A È B = B È A (a união de conjuntos é uma operação comutativa)
d) A È U = U , onde U é o conjunto universo.Ç )Ç B = {x; x Î A e x Î B}.
Exemplo: {0,2,4,5} Ç { 4,6,7} = {4}. Percebe-se facilmente que o conjunto interseção contempla os elementos que são comuns aos conjuntos A e B.Ç A = A

b) A Ç Æ = Æ
c) A Ç B = B Ç A ( a interseção é uma operação comutativa)
d) A Ç U = A onde U é o conjunto universo.Ç ( B È C ) = (A Ç B) È ( A Ç C) (propriedade distributiva) P2. A È ( B Ç C ) = (A È B ) Ç ( A È C) (propriedade distributiva)
P3. A Ç (A È B) = A (lei da absorção)
P4. A È (A Ç B) = A (lei da absorção)
Obs: Se A Ç B = f , então dizemos que os conjuntos A e B são Disjuntos.Î A e x Ï B}.
Dados dois conjuntos A e B, denomina-se função de A em B toda relação que a cada elemento de A associa um único elemento de B.
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X Þ variável independente Þ DOMÍNIO Y Þ variável dependente Þ IMAGEM


Empregando a linguagem das funções:
o 
O conjunto A é o domínio da função.
o 
O conjunto B é o contradomínio da função.
o 
O elemento y de B, associado ao elemento x de A, é denominado imagem de x.

o 
O subconjunto  de B formado pelos elementos que são imagens dos elementos de A é denominado conjunto imagem ou apenas imagem da função.
o 
Exemplo:
1)
Diga em quais itens temos funções:
A) [image: image6.png]


 - Não
B)[image: image7.png]


 - Sim

C) [image: image8.png]


 - Sim

Progressão Aritmética e Geométrica
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Progressão aritmética é uma sequência numérica na qual, a partir do segundo, cada termo é igual à soma de seu antecessor com uma constante, denominada razão.
Fórmula do termo geral de uma P.A. :

Soma de termos de uma P.A. finita :


an
Sn  =

= a1  + (n − 1).r
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(a1  + an ).n
2
Logo abaixo temos alguns exercícios de progressões aritméticas resolvidos.
1)  Dada a P.A. (-19,-15,-11,...) calcule o seu enésimo termo.
Primeiramente encontramos a razão :

Logo, o termo geral é :

r = a2   − a1

⇒ r = −15 − (−19)  ⇒

r = 4.
an    = a1  + (n − 1).r

⇒  an    = −19 + (n − 1).4  ⇒

an    = −19 + 4n − 4  ⇒

an    = 4n − 23
2)  Interpole  seis meios aritméticos entre –8 e 13.

No problema :


a1   = −8,

an    = 13,

n = 8

(pois 6 meios aritméticos serão interpolados

entre os dois extremos, que são - 8 e 13. Logo, existem 8 termos na P.A.).

Para interpolar os valores, devemos encontrar a razão :
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an    = a1  + (n − 1).r

⇒  13 = −8 + (8 − 1).r

⇒ 13 = −8 + 7r

⇒  13 + 8 = 7r  ⇒
7r = 21 ⇒


r = 21  ⇒
7


r = 3.

Encontrada a razão, basta interpolar os meios aritméticos :
- 8,

- 5,

- 2, 1,

4, 7, 10, 13
PROGRESSÕES GEOMÉTRICAS

Podemos definir progressão geométrica, ou simplesmente P.G., como uma sucessão de números reais obtida, com exceção do primeiro, multiplicando  o número anterior por uma quantidade fixa q, chamada razão.
Podemos calcular a razão da progressão, caso ela não esteja suficientemente evidente, dividindo entre si dois termos consecutivos. Por exemplo, na sucessão (1, 2, 4, 8,...), q = 2.

Cálculos do termo geral
Numa progressão geométrica de razão q, os termos são obtidos, por definição, a partir do primeiro, da seguinte maneira:
	a1
	a2
	a3
	...
	a20
	...
	an
	...

	a1
	a1xq
	a1xq2
	...
	a1xq19
	
	a1xqn-1
	...


Assim, podemos deduzir a seguinte expressão do termo geral, também chamado enésimo termo, para qualquer progressão geométrica.
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an = a1 x qn-1
Portanto,  se por exemplo, a1 = 2 e q = 1/2, então:
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an = 2 x (1/2)n-1
Se quisermos calcular o valor do termo para n = 5, substituindo-o  na fórmula, obtemos:
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a5 = 2 x (1/2)5-1 = 2 x (1/2)4 = 1/8
A semelhança entre as progressões aritméticas e as geométricas é aparentemente grande. Porém, encontramos  a primeira diferença substancial no momento de sua definição. Enquanto as progressões
aritméticas formam-se somando-se uma mesma quantidade de forma repetida, nas progressões geométricas os termos são gerados pela multiplicação, também repetida, por um mesmo número. As diferenças não param aí.
Observe que, quando uma progressão aritmética tem a razão positiva, isto é, r > 0, cada termo seu é maior que o anterior. Portanto, trata-se de uma progressão crescente. Ao contrário, se tivermos uma progressão aritmética com razão negativa, r < 0, seu comportamento será decrescente. Observe, também, a rapidez com que a progressão cresce ou diminui. Isto é conseqüência direta do valor absoluto da razão, |r|. Assim, quanto maior for r, em valor absoluto, maior será a velocidade de crescimento e vice-versa.
Soma dos n primeiros termos de uma PG
Seja a PG (a1, a2, a3, a4, ... , an , ...) . Para o cálculo da soma dos n primeiros termos Sn, vamos considerar o que segue:

Sn = a1 + a2 + a3 + a4 + ... + an-1 + an
Multiplicando ambos os membros pela razão q vem: Sn.q = a1 . q + a2 .q + .... + an-1 . q + an .q
Conforme a definição de PG, podemos reescrever a expressão como: Sn . q = a2 + a3 + ... + an + an . q
Observe que a2 + a3 + ... + an é igual a Sn - a1 . Logo, substituindo, vem: Sn . q = Sn - a1 + an . q
Daí, simplificando convenientemente, chegaremos à seguinte fórmula da soma:
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Se substituirmos an = a1 . qn-1 , obteremos uma nova apresentação para a fórmula da soma, ou seja:
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Exemplo:
Calcule a soma dos 10 primeiros termos da PG (1,2,4,8,...) Temos:
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Observe que neste caso a1 = 1.

5 - Soma dos termos de uma PG decrescente e ilimitada
Considere uma PG ILIMITADA ( infinitos termos) e decrescente. Nestas condições, podemos considerar que no limite teremos an = 0. Substituindo na fórmula anterior, encontraremos:
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Exemplo:
Resolva a equação: x + x/2 + x/4 + x/8 + x/16 + ... =100

O primeiro membro é uma PG de primeiro termo x e razão 1/2. Logo, substituindo  na fórmula, vem:
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Dessa equação encontramos  como resposta  x = 50. Logaritmos
Sabemos que 5 elevado à potência 2, resulta 25, agora mudamos o contexto e vou fazer uma pergunta:
- Qual o número (expoente) que devemos elevar o 5 para obtermos 25?

Você deve estar pensando:
-Mas isso eu resolvo com exponenciais!!!
Sim, porque essa é bem fácil, as difíceis não saem tão simples assim. Vamos começar de baixo. O logaritmo serve para isso!
Esta pergunta poderia ser interpretada matematicamente da seguinte forma:
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Onde "x" é o expoente que devemos elevar a base 5 para obtermos 25.

Como sabemos que devemos elevar o 5 ao quadrado (ou seja, à potência 2) para obtermos 25, chegamos à conclusão que o logaritmo de 25 na base 5 é 2:
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Cada elemento desta estrutura  possui um nome. Vamos ver:
[image: image16.png]P
|

X

log

Este ¢ o logari
de "N" na base

mo

[Este é chamado de logaritmando
[Esta é a base do sistema

bolo esta aqui para indicar
‘que iremos trabalhar com logaritmos





No exemplo anterior, [image: image17.png]log.25




, temos então que a base é 5, o logaritmando é 25 e o logaritmo de 25 na base 5 é 2.

Note que, anteriormente, dissemos que "x" é o expoente de "b", e na figura acima está escrito que "x" é o
"logaritmo". Isso acontece pois o LOGARITMO É UM EXPOENTE.

Agora, com esta breve introdução, podemos escrever uma primeira definção de logaritmo (hei, ainda não é a oficial, mas é o que temos até agora):
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Logaritmo de um número N, na base b, é o número x ao qual devemos elevar a base b para obtermos N.

Esta é a apenas uma definição, você deve ter entendido  bem o que está escrito acima dela para ir ao próximo capítulo de estudo.
Veremos quais as condições que a base, o logaritmando e o logaritmo devem satisfazer para termos um logaritmo.
Não podemos sair escrevendo logaritmo de qualquer número em qualquer base. Existem algumas regras para que o logaritmo exista, são as: condições de existência dos logaritmos.
Para mostrar quais são estas condições, vou dar um EXEMPLO ERRADO para cada restrição existente, para que você veja o absurdo que seria se elas não existissem.
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Veja primeiro o exemplo abaixo: Ex. 1: Quanto vale 
?

Ou seja, queremos saber qual o expoente que devemos elevar o número 4 para obtermos -16. Você viu no capítulo de potenciação que não há valor para este expoente. Chegamos então a um absurdo.
Por causa deste tipo de absurdo, há uma restrição quanto ao sinal do logaritmando:
PRIMEIRA CONDIÇÃO DE EXISTÊNCIA (logaritmando): O logaritmando deve ser um número positivo.
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Veja que esta primeira restrição já inclui o fato de que o logaritmando deve ser diferente de ZERO. Duvida? Experimente encontrar  o logaritmo de ZERO na base 3 (log30).
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Veja o próximo exemplo errado para ilustrar a próxima restrição: Ex. 2: Quanto vale 
?

Ou seja, queremos saber qual o expoente que devemos elevar o número -4 para obtermos 4. Novamente chegamos em um absurdo, não há expoente que faça isso.
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Ainda olhando para a base: Ex. 3: Calcule 
.

Queremos saber qual o expoente que devemos elevar a base 1 para obtermos 4. Como visto no capítulo de potenciação, a base 1 elevada a qualquer expoente resulta 1, ou seja, não existe expoente para a base 1 que resulte 4. Absurdo!
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Ex. 4: Calcule 
.

Traduzindo, qual o expoente que devemos elevar a base 0 para obtermos 4. Absurdo!
Com estes três exemplos sobre a base do logaritmo, chegamos na segunda condição de existência.
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SEGUNDA CONDIÇÃO DE EXISTÊNCIA (base): A base deve ser um número positivo diferente de 1. Note que é dito que a base deve ser um número positivo, ou seja, não pode ser ZERO também.
Portanto,  resumindo as três condições em um quadro só:

CONDIÇÕES DE EXISTÊNCIA
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logbN = x
1°   N > 0
2°   b > 0
3° 
b ≠ 1
Juros simples e porcentagem
Porcentagem é uma fração cujo denominador  é 100, seu símbolo é (%). Sua utilização está tão disseminada que a encontramos nos meios de comunicação, nas estatísticas, em máquinas de calcular, etc.
A utilização da porcentagem se faz por  regra de 3 simples.
Por exemplo, a vendedora de uma loja ganha 3% de comissão sobre as vendas que faz. Se as vendas do mês de outubro forem de R$ 3.500,00 qual será sua comissão?
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Equacionando e montando  a regra de 3 temos:
Na regra de 3, quando as grandezas são diretamente proporcionais (no caso, quanto maior a venda, maior a comissão) usamos setas paralelas e multiplicamos os termos em cruz, como se vê abaixo:
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Ora, se 100 x = 3500 3, então
Logo, a comissão será de R$ 105,00.

Existe outra maneira de encarar a porcentagem, que seria usar diretamente a definição:
3% = [image: image18.png]


 logo 3% de R$ 3.500,00 seriam [image: image19.png]


 x R$ 3.500,00 = R$ 105,00. Alguns termos de matemática financeira
Como estamos falando de finanças, os termos mais usados, de acordo definições reduzidas, serão:
•  Capital = o dinheiro em questão;
•  Capital inicial = o capital antes de decorrido um tempo determinado;
•  Capital final = o capital depois de decorrido o tempo determinado;
•  Tempo = determinado  período em que se modifica o valor do capital;
•  Lucro = Ganho obtido com algum produto ou atividade em relação ao capital inicial;
•  Prejuízo = Perda obtida com algum produto ou atividade em relação ao capital inicial;
•  Juros = Importância cobrada, por unidade de tempo, pelo empréstimo de um capital;
•  Taxa de juros = Taxa de juro percentual  cobrada por intervalo de tempo.
Juros simples
Pode parecer óbvio, mas o produto de uma sapataria é o sapato, da papelaria é o papel e similares. No caso de bancos e financeiras, o produto é o dinheiro, ou os lucros e taxas que possam advir do mesmo.
Se você utiliza o dinheiro do banco (cheque especial, empréstimos, carteira hipotecária, etc), serão cobrados juros sobre esse dinheiro. Se, ao contrário, o banco é que utiliza o seu dinheiro (caderneta de poupança, investimentos,  etc.) você é que receberá os tais juros.
De uma maneira geral o juro simples (J) produzido por um capital (C) a uma taxa de juro (i) por um prazo
(t) é calculada assim:
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•  Exemplo: Você coloca seu suado dinheiro na poupança, digamos R$ 1.000,00. Após um mês qual será o juro a receber se a taxa é de 0,5% ao mês?

Logo, o banco lhe pagará R$ 5,00 para utilizar os seus R$ 1000,00 por 1 mês.
Veja que a taxa de juros 0,5% foi colocada em sua forma fracionária.
•  Exemplo: Você vai utilizar o seu cheque especial de R$ 1000,00 por um mês, sendo que a taxa é de
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15% ao mês. Quanto pagará de juros?

Logo, você pagará R$ 150,00 ao banco. Razões e Proporções
Razões

A palavra razão vem do latim ratio e significa a divisão ou o quociente entre dois números A e B, denotada por:
A
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B Exemplo: A razão entre 12 e 3 é 4 porque:
12
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= 4
3 e a razão entre 3 e 6 é 0,5 pois:

3
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= 0,5
6
A razão também pode ser expressa na forma de divisão entre duas grandezas de algum sistema de medidas. Por exemplo, para preparar uma bebida na forma de suco, normalmente adicionamos A litros de suco concentrado  com B litros de água. A relação entre a quantidade de litros de suco concentrado  e de água é um número real expresso como uma fração ou razão (que não tem unidade), é a razão:
A
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= A/B
B
Exemplo: Tomemos a situação apresentada na tabela abaixo.
	Líquido
	Situação1
	Situação2
	Situação3
	Situação4

	Suco puro
	3
	6
	8
	30

	Água
	8
	16
	32
	80

	Suco pronto
	11
	22
	40
	110


Na Situação1, para cada 3 litros de suco puro coloca-se 8 litros de água, perfazendo o total de 11 litros de suco pronto.
Na Situação2, para cada 6 litros de suco puro coloca-se 16 litros de água, perfazendo o total de 24 litros de suco pronto.
Exemplo: Em uma partida de basquete um jogador faz 20 arremessos e acerta 10.
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Podemos avaliar o aproveitamento desse jogador, dividindo o número de arremessos que ele acertou pelo total de arremessos, o que significa que o jogador acertou 1 para cada dois arremessos, o que também pode ser pensado como o acerto de 0,5 para cada arremesso.
10 : 20 = 1 : 2 = 0,5

Proporções
Proporção é a igualdade entre duas razões. A proporção entre A/B e C/D é a igualdade:
A
C
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=
B
D

Notas históricas: A palavra proporção vem do latim proportione e significa uma relação entre as partes de uma grandeza, ou seja, é uma igualdade entre duas razões. No século XV, o matemático árabe Al-Kassadi empregou o símbolo "..." para indicar as proporções e em 1.537, o italiano Niccola Fontana, conhecido por Tartaglia, escreveu uma proporção na forma
6:3::8:4.

Regiomontanus foi um dos matemáticos italianos que mais divulgou o emprego das proporções durante o período do Renascimento.
Propriedade  fundamental  das proporções
Numa proporção:
A
C
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=
B
D

os números A e D são denominados extremos enquanto  os números B e C são os meios e vale a propriedade:
o produto dos meios é igual ao produto dos extremos, isto é: A €  D = B € C

Exemplo: A fração 3/4 está em proporção com 6/8, pois:

3
6
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=
4
8
Exercício: Determinar  o valor de X para que a razão X/3 esteja em proporção com 4/6.
Solução: Deve-se montar a proporção da seguinte forma:
x
4
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=
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6
Para obter X=2.

Medidas de tempo
Introdução
É comum em nosso dia-a-dia pergunta do tipo:
Qual a duração dessa partida de futebol? Qual o tempo dessa viagem?

Qual a duração desse curso?
Qual o melhor tempo obtido por esse corredor?
Todas essas perguntas serão respondidas tomando por base uma unidade padrão de medida de tempo. A unidade de tempo escolhida como padrão no Sistema Internacional (SI) é o segundo.
Segundo
O Sol foi o primeiro relógio do homem: o intervalo de tempo natural decorrido entre as sucessivas passagens do Sol sobre um dado meridiano dá origem ao dia solar.
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O segundo (s) é o tempo equivalente a
do dia solar médio.
As medidas de tempo não pertencem  ao Sistema Métrico Decimal.
Múltiplos e Submúltiplos do Segundo


Quadro de unidades
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Múltiplos
	minutos
	hora
	dia

	min
	h
	d

	60 s
	60 min = 3.600 s
	24 h = 1.440 min = 86.400s

	São submúltiplos do segundo:
	
	


•  décimo de segundo
•  centésimo de segundo
•  milésimo de segundo
Cuidado: Nunca escreva 2,40h como forma de representar  2 h 40 min. Pois o sistema de medidas de tempo não é decimal.
Observe:
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Equações do primeiro grau
Para resolver um problema matemático, quase sempre devemos transformar  uma sentença apresentada com palavras em uma sentença que esteja escrita em linguagem matemática. Esta é a parte mais importante  e talvez seja a mais difícil da Matemática.
	Sentença com palavras
	Sentença matemática

	2 melancias + 2Kg = 14Kg
	2 x + 2 = 14


Normalmente  aparecem letras conhecidas como variáveis ou incógnitas. A partir daqui, a Matemática se posiciona perante diferentes situações e será necessário conhecer o valor de algo desconhecido, que é o objetivo do estudo de equações.
Equações do primeiro grau em 1 variável
Trabalharemos com uma situação real e dela tiraremos algumas informações importantes.  Observe a balança:
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A balança está equilibrada. No prato esquerdo há um "peso" de 2Kg e duas melancias com "pesos" iguais. No prato direito há um "peso" de 14Kg. Quanto pesa cada melancia?
2 melancias + 2Kg = 14Kg

Usaremos uma letra qualquer, por exemplo x, para simbolizar o peso de cada melancia. Assim, a equação poderá ser escrita, do ponto de vista matemático, como:
2x + 2 = 14

Este é um exemplo simples de uma equação contendo uma variável, mas que é extremamente útil e aparece na maioria das situações reais. Valorize este exemplo simples.
Podemos ver que toda equação tem:
 Uma ou mais letras indicando valores desconhecidos, que são denominadas variáveis ou incognitas;
 Um sinal de igualdade, denotado por =.

 Uma expressão à esquerda da igualdade, denominada primeiro membro ou membro da esquerda;
 Uma expressão à direita da igualdade, denominada segundo membro ou membro da direita.
No link Expressões Algébricas, estudamos várias situações contendo variáveis. A letra x é a incógnita da equação. A palavra incógnita significa desconhecida e equação tem o prefixo equa que provém do Latim e significa igual.
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2 x + 2
=
14
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1o. membro 
sinal de igualdade 
2o. membro
As expressões do primeiro e segundo membro da equação são os termos da equação.
Para resolver essa equação, utilizamos o seguinte processo para obter o valor de x.

	2x + 2 = 14
	Equação original

	2x + 2 - 2 = 14 - 2
	Subtraímos 2 dos dois membros

	2x = 12
	Dividimos por 2 os dois membros

	x = 6
	Solução


Observação: Quando adicionamos (ou subtraímos) valores iguais em ambos os membros da equação, ela permanece em equilíbrio. Da mesma forma, se multiplicamos ou dividimos ambos os membros da equação por um valor não nulo, a equação permanece em equilíbrio. Este processo nos permite resolver uma equação, ou seja, permite obter as raízes da equação.
Exemplos:

1.  A soma das idades de André e Carlos é 22 anos. Descubra as idades de cada um deles, sabendo-se que
André é 4 anos mais novo do que Carlos.
Solução: Primeiro passamos o problema para a linguagem matemática. Vamos tomar a letra c para a idade de Carlos e a letra a para a idade de André, logo a=c-4. Assim:

c + a = 22

c + (c - 4) = 22

2c - 4 = 22

2c - 4 + 4 = 22 + 4

2c = 26 c = 13

Resposta: Carlos tem 13 anos e André tem 13-4=9 anos.
2.  A população de uma cidade A é o triplo da população da cidade B. Se as duas cidades juntas têm uma população de 100.000 habitantes, quantos habitantes tem a cidade B?

Solução: Identificaremos a população da cidade A com a letra a e a população da cidade com a letra b. Assumiremos que a=3b. Dessa forma, poderemos escrever:
a + b = 100.000

3b + b = 100.000

4b = 100.000 b = 25.000

Resposta: Como a=3b, então a população de A corresponde a: a=3×25.000=75.000 habitantes.
3.  Uma casa com 260m2 de área construída possui 3 quartos de mesmo tamanho. Qual é a área de cada quarto, se as outras dependências da casa ocupam 140m2?

Solução: Tomaremos a área de cada dormitório com letra x.

3x + 140 = 260

3x = 260 -140
3x = 120 x = 40

Resposta: Cada quarto tem 40m2. Exercícios: Resolver as equações
1. 2x + 4 = 10

2. 5k - 12 = 20

3. 2y + 15 - y = 22

4. 9h - 2 = 16 + 2h
Desigualdades do primeiro grau em 1 variável
Relacionadas com as equações de primeiro grau, existem as desigualdades de primeiro grau, (também denominadas inequações) que são expressões matemáticas em que os termos estão ligados por um dos quatro sinais:

	<
	menor

	>
	maior

	<
	menor ou igual

	>
	maior ou igual


Nas desigualdades, o objetivo é obter um conjunto de todas os possíveis valores que pode(m) assumir uma ou mais incógnitas na equação proposta.
Exemplo: Determinar  todos os números inteiros positivos para os quais vale a desigualdade:
2x + 2 < 14

Para resolver esta desigualdade, seguiremos os seguintes passos:

	Passo 1
	2x + 2 < 14
	Escrever a equação original

	Passo 2
	2x + 2 - 2 < 14 - 2
	Subtrair o número 2 dos dois membros

	Passo 3
	2x < 12
	Dividir pelo número 2 ambos os membros

	Passo 4
	x < 6
	Solução


Concluímos que o conjunto solução é formado por todos os números inteiros positivos menores do que 6: S = {1, 2, 3, 4, 5}
Exemplo: Para obter todos os números pares positivos que satisfazem à desigualdade
2x + 2 < 14

obteremos o conjunto solução: S = {2, 4}
Observação: Se há mais do que um sinal de desigualdade na expressão, temos várias desigualdades
"disfarçadas" em uma.
Exemplo: Para determinar todos os números inteiros positivos para os quais valem as (duas) desigualdades:
12 < 2x + 2 < 20

poderemos seguir o seguinte processo:
	12
	<
	2x + 2
	<
	20
	Equação original

	12 - 2
	<
	2x + 2 - 2
	<
	20 - 2
	Subtraímos 2 de todos os membros

	10
	<
	2x
	<
	18
	Dividimos por 2 todos os membros

	5
	<
	x
	<
	9
	Solução


O conjunto solução é: S = {6, 7, 8, 9}
Exemplo: Para obter todos os números inteiros negativos que satisfazem às (duas) desigualdades
12 < 2x + 2 < 20

obteremos apenas o conjunto vazio, como solução, isto é: S = Ø = { }
Desigualdades do primeiro grau em 2 variáveis
Uma situação comum em aplicações é aquela em que temos uma desigualdade envolvendo uma equação com 2 ou mais incógnitas. Estudaremos aqui apenas o caso em aparecem 2 incógnitas x e y. Uma forma geral típica, pode ser:
a x + b y < c

onde a, b e c são valores dados.
Exemplo: Para obter todos os pares ordenados de números reais para os quais:

2x + 3y > 0

observamos que o conjunto solução contém os pares: (0,0), (1,0), (0,1), (-1,1), (1,-1), ...

Há infinitos pares ordenados de números reais satisfazendo a esta desigualdade, o que torna impossível exibir todas as soluções. Para remediar isto, utilizaremos um processo geométrico que permitirá obter uma solução geométrica satisfatória.
Processo geométrico:
(1) Traçamos a reta 2x+3y=0;

(2) Escolhemos um par ordenado, como (1,1), fora da reta;
(3) Se (1,1) satisfaz à desigualdade 2x+3y>0, colorimos a região que contém este ponto, caso contrário, colorimos a região que está do outro lado da reta.
(4) A região colorida é o conjunto solução para a desigualdade.
[image: image23.png]



Sistemas linear de equações do primeiro grau
Uma equação do primeiro grau, é aquela em que todas as incógnitas estão elevadas à potência 1. Este tipo de equação poderá ter mais do que uma incógnita.
Um sistema de equações do primeiro grau em duas incógnitas x e y, é um conjunto formado por duas equações do primeiro nessas duas incógnitas.
Exemplo: Seja o sistema de duas equações:
2 x + 3 y = 38

3 x - 2 y = 18

Resolver este sistema de equações é o mesmo que obter os valores de x e de y que satisfazem simultaneamente a ambas as equações.
x=10 e y=6 são as soluções deste sistema e denotamos esta resposta como um par ordenado de números reais: S = { (10,6) }
Método de substituição para resolver este sistema
Entre muitos outros, o método da substituição, consiste na idéia básica de isolar o valor algébrico de uma das variáveis, por exemplo x, e, aplicar o resultado à outra equação.
Para entender  o método, consideremos o sistema:
2 x + 3 y = 38

3 x - 2 y = 18

Para extrair o valor de x na primeira equação, usaremos o seguinte processo:

	2x + 3y = 38
	Primeira equação

	2x + 3y - 3y = 38 - 3y
	Subtraímos 3y de ambos os membros

	2x = 38 - 3y
	Dividimos ambos os membros por 2

	x = 19 - (3y/2)
	Este é o valor de x em função de y


Substituímos aqora o valor de x na segunda equação 3x-2y=18:

	3x - 2y = 18
	Segunda equação

	3(19 - (3y/2)) - 2y = 18
	Após substituir x, eliminamos os parênteses

	57 - 9y/2 - 2y = 18
	multiplicamos os termos por 2

	114 - 9y - 4y = 36
	reduzimos os termos semelhantes

	114 - 13y = 36
	separamos variáveis e números

	114 - 36 = 13y
	simplificamos a equação

	78 = 13y
	mudamos a posição dos dois membros


	13 y = 78
	dividimos ambos os membros por 6

	y = 6
	Valor obtido para y


Substituindo y=6 na equação x=19-(3y/2), obtemos:
x = 19 - (3×6/2) = 19 - 18/2 = 19-9 = 10

Exercício: Determinar  a solução do sistema:
x + y = 2 x - y = 0

Cada equação do sistema acima pode ser visto como reta no plano cartesiano. Construa as duas retas no plano e verifique que, neste caso, a solução é um par ordenado que pertence à interseção das duas retas.
Relação entre sistemas lineares e retas no plano
No contexto que estamos trabalhando  aqui, cada equação da forma ax+by=c, representa uma reta no plano cartesiano. Um sistema com duas equações de primeiro grau em 2 incógnitas sempre pode ser interpretado como um conjunto de duas retas localizadas no plano cartesiano.
Reta 1: ax + by = c

Reta 2: dx + ey = f

Há três modos de construir retas no plano: retas concorrentes, retas paralelas e retas coincidentes.
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Se o sistema é formado por duas equações que são retas no plano cartesiano, temos a ocorrência de: Retas concorrentes: quando o sistema admite uma única solução que é um par ordenado localizado na
interseção das duas retas;
Retas paralelas: quando o não admite solução, pois um ponto não pode estar localizado em duas retas paralelas;
Retas coincidentes: quando o admite uma infinidade de soluções pois as retas estão sobrepostas.
Exemplos das três situações
	Tipos de retas
	Sistema

	Concorrentes
	x + y = 2 x - y = 0

	Paralelas
	x + y = 2 x + y = 4

	Coincidentes
	x + y = 2
2x + 2y = 4


Problemas com sistemas de equações:
1.  A soma das idades de André e Carlos é 22 anos. Descubra as idades de cada um deles, sabendo-se que
André é 4 anos mais novo do que Carlos.
Solução: A idade de André será tomada com a letra A e a idade de Carlos com a letra C. O sistema de
equações será:

C + A = 22

C - A = 4

Resposta: C = 13 e A = 9

2.  A população de uma cidade A é o triplo da população da cidade B. Se as duas cidades juntas têm uma população de 100.000 habitantes, quantos habitantes tem a cidade B?

Solucão: Identificando a população da cidade A com a letra A e a população da cidade B com B, o sistema de equações será:

A + B = 100000

A = 3B

Resposta: A = 75000, B= 25000.

3.  Uma casa com 260m2 de área construída tem 3 dormitórios de mesmo tamanho. Qual é a área de cada dormitório se as outras dependências da casa ocupam 140m2?

Solução: Identificaremos a área de cada dormitório com a letra D e a área das outras dependências com a letra O. Assim, o sistema será:

3D + O = 260

O = 140

Resposta: D = 40

Desigualdades com 2 Equações em 2 variáveis
Outra situação bastante comum é aquela em que existe uma desigualdade com 2 equações em 2 ou mais incógnitas. Estudaremos aqui apenas o caso em aparecem 2 equações e 2 incógnitas x e y. Uma forma geral pode ter a seguinte forma típica:
a x + b y < c d x + e y > f

onde as constantes: a, b, c, d, e, f; são conhecidas.
Exemplo: Determinar  todos os pares ordenados de números reais para os quais:

2x + 3y > 6

5x + 2y < 20

Há infinitos pares ordenados de números reais satisfazendo a esta desigualdade, o que torna impossível exibir todas as soluções. Para remediar isto, utilizaremos um processo geométrico que permitirá obter uma solução geométrica satisfatória.
Processo geométrico:
(1) Traçar a reta 2x+3y=6 (em vermelho);
(2) Escolher um ponto fora da reta, como o par (2,2) e observar que ele satisfaz à primeira desigualdade; (3) Devemos colorir o semi-plano contendo o ponto (2,2) (em verde);
(4) Traçar a reta 5x+2y=20 (em azul);
(5) Escolher um ponto fora da reta, por exemplo, o próprio par já usado antes (2,2) (não é necessário que seja o mesmo) e observamos que ele satisfaz à segunda desigualdade;
(6) Colorir o semi-plano contendo o ponto (2,2), inclusive a própria reta. (cor azul) (7) Construir a interseção (em vermelho) das duas regiões coloridas.
(8) Esta interseção é o conjunto solução para o sistema com as duas desigualdades.
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Equações do segundo grau (Algébricas)
Equações algébricas são equações nas quais a incógnita x está sujeita a operações algébricas como: adição, subtração, multiplicação, divisão e radiciação.
Exemplos:

1. a x + b = 0

2. a x² + bx + c = 0

3. a x4 + b x² + c = 0

Uma equação algébrica está em sua forma canônica, quando ela pode ser escrita como:
[image: image259.png]Prg



ao x



+ a1 x



n-1



[image: image260.png]g~p



+ ... + an-1 x



+ an = 0

onde n é um número inteiro positivo (número natural). O maior expoente da incógnita em uma equação algébrica é denominado o grau da equação e o coeficiente do termo de mais alto grau é denominado coeficiente do termo dominante.
Exemplo: A equação 4x²+3x+2=0 tem o grau 2 e o coeficiente do termo dominante  é 4. Neste caso, dizemos que esta é uma equação do segundo grau.
A fórmula quadrática de Sridhara (Bhaskara)
Mostraremos na sequência como o matemático Sridhara, obteve a Fórmula (conhecida como sendo) de Bhaskara, que é a fórmula geral para a resolução de equações do segundo grau. Um fato curioso é que a Fórmula de Bhaskara não foi descoberta por ele mas pelo matemático hindu Sridhara, pelo menos um século antes da publicação de Bhaskara, fato reconhecido  pelo próprio Bhaskara, embora o material construído pelo pioneiro não tenha chegado até nós.
O fundamento  usado para obter esta fórmula foi buscar uma forma de reduzir a equação do segundo grau a

uma do primeiro grau, através da extração de raízes quadradas de ambos os membros da mesma. Seja a equação:
a x² + b x + c = 0

com a não nulo e dividindo todos os coeficientes por a, temos:
x² + (b/a) x + c/a = 0

Passando o termo constante para o segundo membro, teremos:
x² + (b/a) x = -c/a
Prosseguindo, faremos com que o lado esquerdo da equação seja um quadrado perfeito e para isto somaremos o quadrado de b/2a a ambos os membros da equação para obter:
x² + (b/a) x + (b/2a)² = -c/a + (b/2a)²
Simplificando ambos os lados da equação, obteremos: [x+(b/2a)]2 = (b² - 4ac) / 4a²
Notação: Usaremos a notação R[x] para representar  a raiz quadrada de x>0. R[5] representará  a raiz
quadrada de 5. Esta notação está sendo introduzida  aqui para fazer com que a página seja carregada mais rapidamente,  pois a linguagem HTML ainda não permite apresentar notações matemáticas na Internet de uma forma fácil.

Extraindo a raiz quadrada de cada membro da equação e lembrando que a raiz quadrada de todo número real não negativo é também não negativa, obteremos duas respostas para a nossa equação:
x + (b/2a) = + R[(b²-4ac) / 4a²]
ou
x + (b/2a) = - R[(b²-4ac) / 4a²]
que alguns, por preguiça ou descuido, escrevem:
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contendo um sinal ± que é lido como mais ou menos. Lembramos que este sinal ± não tem qualquer significado em Matemática.
Como estamos procurando  duas raízes para a equação do segundo grau, deveremos sempre escrever:
x' = -b/2a + R[b²-4ac] /2a ou
x" = -b/2a - R[b²-4ac] /2a
A fórmula de Bhaskara ainda pode ser escrita como:
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onde D (às vezes usamos a letra maiúscula "delta" do alfabeto grego) é o discriminante  da equação do segundo grau, definido por:
D = b² - 4ac

Equação do segundo grau
Uma equação do segundo grau na incógnita x é da forma:
a x² + b x + c = 0

onde os números reais a, b e c são os coeficientes da equação, sendo que a deve ser diferente de zero. Essa equação é também chamada de equação quadrática, pois o termo de maior grau está elevado ao quadrado.
Equação Completa do segundo grau
Uma equação do segundo grau é completa, se todos os coeficientes a, b e c são diferentes de zero. Exemplos:

1. 2 x² + 7x + 5 = 0

2. 3 x² + x + 2 = 0

Equação incompleta do segundo grau
Uma equação do segundo grau é incompleta se b=0 ou c=0 ou b=c=0. Na equação incompleta o coeficiente a é diferente de zero.
Exemplos:

1. 4 x² + 6x = 0

2. 3 x² + 9 = 0

3. 2 x² = 0

Resolução de equações incompletas do 2o. grau
Equações do tipo ax²=0: Basta dividir toda a equação por a para obter:
x² = 0

significando que a equação possui duas raízes iguais a zero.
Equações do tipo ax²+c=0: Novamente dividimos toda a equação por a e passamos o termo constante para o segundo membro para obter:
x² = -c/a
Se -c/a for negativo, não existe solução no conjunto dos números reais.
Se -c/a for positivo, a equação terá duas raízes com o mesmo valor absoluto (módulo) mas de sinais contrários.
Equações do tipo ax²+bx=0: Neste caso, fatoramos a equação para obter:
x (ax + b) = 0

e a equação terá duas raízes:
x' = 0  ou 
x" = -b/a
Exemplos gerais
1. 4x²=0 tem duas raízes nulas.
2. 4x²-8=0 tem duas raízes: x'=R[2], x"= -R[2]
3. 4x²+5=0 não tem raízes reais.
4. 4x²-12x=0 tem duas raízes reais: x'=3, x"=0

Exercícios: Resolver as equações incompletas do segundo grau.
1. x² + 6x = 0

2. 2 x² = 0

3. 3 x² + 7 = 0

4. 2 x² + 5 = 0

5. 10 x² = 0

6. 9 x² - 18 = 0

Resolução de equações completas do 2o. grau
Como vimos, uma equação do tipo: ax²+bx+c=0, é uma equação completa do segundo grau e para resolvê-la basta usar a fórmula quadrática (atribuída a Bhaskara), que pode ser escrita na forma:
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onde D=b²-4ac é o discriminante  da equação.
Para esse discriminante  D há três possíveis situações:
1. Se D<0, não há solução real, pois não existe raiz quadrada real de número negativo.
2. Se D=0, há duas soluções iguais:

x' = x" = -b / 2a

3. Se D>0, há duas soluções reais e diferentes:
x' = (-b + R[D])/2a x" = (-b - R[D])/2a

Exemplos: Preencher a tabela com os coeficientes e o discriminante  de cada equação do segundo grau, analisando os tipos de raízes da equação.
	Equação
	a
	b
	c
	Delta
	Tipos de raízes

	x²-6x+8=0
	1
	-6
	8
	4
	reais e diferentes

	x²-10x+25=0
	
	
	
	
	

	x²+2x+7=0
	
	
	
	
	


	x²+2x+1=0
	
	
	
	
	

	x²+2x=0
	
	
	
	
	


O uso da fórmula de Bhaskara
Você pode realizar o Cálculo das  Raízes da Equação do segundo grau com a entrada dos coeficientes a, b e c em um formulário, mesmo no caso em que D é negativo, o que força a existência de raízes complexas conjugadas. Para estudar estas raízes, visite o nosso link  Números Complexos.
Mostraremos agora como usar a fórmula de Bhaskara para resolver a equação:
x² - 5 x + 6 = 0

1. Identificar os coeficientes: a=1, b= -5, c=6

2. Escrever o discriminante  D = b²-4ac.
3. Calcular D=(-5)²-4×1×6=25-24=1

4. Escrever a fórmula de Bhaskara:
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5. Substituir os valores dos coeficientes a, b e c na fórmula:
x' = (1/2)(5+R[1]) = (5+1)/2 = 3 x" = (1/2)(5-R[1]) = (5-1)/2 = 2
Exercícios

1. Calcular o discriminante  de cada equação e analisar as raízes em cada caso:

a. x² + 9 x + 8 = 0

b. 9 x² - 24 x + 16 = 0 c.  x² - 2 x + 4 = 0

d. 3 x² - 15 x + 12 = 0 e. 10 x² + 72 x - 64 = 0

2. Resolver as equações: a. x² + 6 x + 9 = 0 b. 3 x² - x + 3 = 0

c. 2 x² - 2 x - 12 = 0 d. 3 x² - 10 x + 3 = 0

Equações fracionárias do segundo grau
São equações do segundo grau com a incógnita aparecendo no denominador.
Exemplos:

1. 3/(x² - 4) + 1/(x - 3) = 0
2. 3/(x²-4)+1/(x-2)=0

Para resolver este tipo de equação, primeiramente devemos eliminar os valores de x que anulam os denominadores,  uma vez que tais valores não servirão para as raízes da equação, pois não existe fração com denominador  igual a 0. Na sequência extraímos o mínimo múltiplo comum de todos os termos dos denominadores  das frações, se houver necessidade.
1. Consideremos o primeiro exemplo:
3/(x² - 4) + 1/(x - 3) = 0

x deve ser diferente de 3, diferente de 2 e diferente de -2, assim podemos obter o mínimo múltiplo comum entre os termos como:
MMC(x) = (x² - 4)(x - 3)

Reduzindo as frações ao mesmo denominador  que deverá ser MMC(x), teremos: [3(x-3) + 1(x²-4)] / (x²-4)(x-3) = 0

o que significa que o numerador  deverá ser:
3(x - 3) + 1(x² - 4) = 0

que desenvolvido nos dá:

x2 + 3x - 13 = 0

que é uma equação do segundo grau que pode ser resolvida pela fórmula de Bhaskara. Não existirão números reais satisfazendo esta equação.
2. Consideremos agora o segundo exemplo: (x+3)/(2x-1)=2x/(x+4)

O mínimo múltiplo comum entre 2x-1 e x+4 é MMC=(2x-1)(x-4) (o produto entre estes fatores) e MMC somente se anulará se x=1/2 ou x= -4. Multiplicando os termos da equação pelo MMC, teremos uma sequência de expressões como:
(x+3)(x+4)=2x(2x-1)

x² + 7x + 12 = 4x² - 2x

-3x² + 9x + 12 = 0

3x² - 9x - 12 = 0 x² - 3x - 4 = 0

(x-4)(x+1) = 0

Solução: x'=4 ou x"= -1
3. Estudemos outro exemplo:
3/(x²-4)+1/(x-2)=0

O mínimo múltiplo comum é MMC=x²-4=(x-2)(x+2) e este MMC somente se anulará se x=2 ou x= -
2. Multiplicando os termos da equação pelo MMC, obteremos:
3 + (x+2)=0

cuja solução é x= -5
Exercícios: Resolver as equações do segundo grau fracionárias:
1. x + 6/x = -7
2. (x+2)/(x+1) = 2x/(x-4)
3. (2-x)/x + 1/x² = 3/x
4. (x+2)/(x-2) + (x-2)/(x+2) = 1

Equações bi-quadradas
São equações do 4o. grau na incógnita x, da forma geral:
a x4 + b x² + c = 0

Na verdade, esta é uma equação que pode ser escrita como uma equação do segundo grau através da substituição:
y = x²
para gerar
a y² + b y + c = 0

Aplicamos a fórmula quadrática para resolver esta última equação e obter as soluções y' e y" e o procedimento final deve ser mais cuidadoso, uma vez que
x² = y'   ou   x² = y"

e se y' ou y" for negativo, as soluções não existirão para x. Exemplos:

1. Para resolver x4-13x²+36=0, tomamos y=x², para obter y²-13y+36=0, cujas raízes são y'=4 ou y"=9, assim:

x² = 4  ou   x² = 9

o que garante que o conjunto solução é: S = { 2, -2, 3, -3}
2. Para resolver x4-5x²-36=0, tomamos y=x², para obter y²-5y-36=0, cujas raízes são y'= -4 ou y"=9 e desse modo:
x² = -4   ou   x² = 9

o que garante que o conjunto solução é: S = {3, -3}
3. Se tomarmos y=x² na equação x4+13x²+36=0, obteremos y²+13y+36=0, cujas raízes são y'= -4 ou y"= -
9 e dessa forma:
x² = -4   ou   x² = -9
o que garante que o conjunto solução é vazio.
Sistemas de equações
Noções:

A soma de dois números é 12 e a diferença entre eles é 4. Quais são estes números?
Para a resolução de problemas como este que apresenta duas incógnitas desconhecidas, utilizamos um sistema de equações.
Chamamos de x o primeiro número (o maior) e de y o segundo número.
Pelo enunciado:
» soma de dois números é 12, ou seja: x+y = 12 ...I
» a diferença entre eles é 4, isto é :
x-y = 4 .....II
A solução de um sistema de equações com duas variáveis é um par ordenado (x,y) de números reais que satisfaz as duas equações ( I e II ).

Verificando o par ordenado (8,4), notamos que satisfaz as duas equações:
8+4=12 e 8-4=4 , logo a solução do sistema é (8,4)

Vejamos agora os métodos para a resolução de sistema de equações: Método da adição:

» basta eliminar uma das variáveis, através de termos opostos, recaindo numa equação do 1º grau com uma variável.
Ex: x+y=12 x-y=4

Notamos que as duas equações possuem termos opostos
(y e -y).
Com isso, basta somar as duas equações:
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A seguir, basta substituir o valor encontrado  para x em uma das equações.
	8+y=12
	ou
	8-y=4

	y=12-8

y=4
	
	-y=4-8
y=4


O par ordenado (x,y)=(8,4) é a solução do sistema. Outro exemplo:
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 .. II
» Note que as equações não possuem coeficientes opostos, logo se somarmos membro a membro, não eliminaremos nenhuma  variável.
Para a resolução deste sistema, devemos escolher uma variável para ser eliminada. Para isso, multiplicamos a equação I por -2:
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  ... II
0x + 0y = 6  .... III
Observe que a equação III não possui solução, logo a solução do sistema seria vazio. S=  { }
Método da substituição:
» Consiste em eliminarmos uma das variáveis isolando seu valor numa das equações do sistema, para em seguida substitui-la na outra.
Ex: x+y=12 ... I
x-y=4 .... II
Escolhemos uma das variáveis na primeira equação, para determinarmos o seu valor:
x+y=12 »  x=12-y

Substituímos na outra equação:
(12-y) - y = 4

12-2y = 4

-2y = -8 y=4

Substituindo o valor encontrado  em uma das equações:
x+4=12  »  x=12-4 »  x=8

Logo a solução do sistema seria: S = {(8,4)}
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Ex:



... I
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... II
Escolhemos a variável y da equação II: [image: image37.png]


 ... II
Substituindo na equação II :
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Substituindo o valor de x encontrado  em II: Logo a solução do sistema é :

S = {( 10,4 )} Método da comparação:
» Consiste em compararmos as duas equações do sistema, após termos isolado a mesma variável (x ou y) nas duas equações:
x+2y=2
»   x=2-2y x+y = 3
»   x=3-y

Comparando as duas equações:
2-2y=3-y
-2y+y=3-2

-y = 1 y = -1
Substituindo o valor de y encontrado:
x = 2-2.(-1)  »  x=2+2=4
Portando S= {(4,-1)}
Sistema de medidas de tempo, sistema métrico decimal, sistema monetário brasileiro.
Como já vimos anteriormente mas o edital cobra duas vezes, A unidade de tempo escolhida como padrão no
Sistema Internacional (SI) é o segundo.
Segundo
O Sol foi o primeiro relógio do homem: o intervalo de tempo natural decorrido entre as sucessivas

passagens do Sol sobre um dado meridiano dá origem ao dia solar.
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O segundo (s) é o tempo equivalente a
do dia solar médio.
As medidas de tempo não pertencem  ao Sistema Métrico Decimal.
Múltiplos e Submúltiplos do Segundo


Quadro de unidades
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Múltiplos
	minutos
	hora
	dia

	min
	h
	d

	60 s
	60 min = 3.600 s
	24 h = 1.440 min = 86.400s

	São submúltiplos do segundo:
	
	


•  décimo de segundo
•  centésimo de segundo
•  milésimo de segundo
Observe:
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Outras importantes   unidades de medida:


mês (comercial) = 30 dias
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ano (comercial) = 360 dias
ano (normal) = 365 dias e 6 horas ano (bissexto) = 366 dias
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semana = 7 dias quinzena = 15 dias
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bimestre = 2 meses trimestre = 3 meses quadrimestre  = 4 meses
[image: image270.png]ANEd



semestre = 6 meses biênio = 2 anos
lustro ou qüinqüênio  = 5 anos década = 10 anos
século = 100 anos milênio = 1.000 anos
Sistema Métrico Decimal
Desde a Antiguidade  os povos foram criando  suas unidades  de medida.  Cada um  deles possuía suas próprias unidades-padrão.  Com o desenvolvimento  do comércio ficavam cada vez mais difíceis a troca de informações e as negociações com tantas medidas diferentes.  Era necessário que se adotasse um  padrão de medida único para cada grandeza.
Foi assim que, em 1791, época da Revolução francesa, um  grupo  de representantes de vários países reuniu-se para discutir a adoção de um sistema único de medidas. Surgia o sistema métrico decimal.
Metro
A palavra metro  vem do gegro métron  e significa  "o que mede". Foi estabelecido inicialmente  que a medida do metro seria a décima milionésima  parte  da distância do Pólo Norte ao Equador, no meridiano que passa por Paris. No Brasil o metro foi adotado oficialmente em 1928.

Múltiplos e Submúltiplos do Metro
Além da unidade fundamental  de comprimento,  o metro, existem ainda os seus múltiplos e submúltiplos, cujos nomes são formados com o uso dos prefixos: quilo, hecto, deca, deci, centi e mili. Observe o quadro:
Múltiplos 
Unidade
[image: image271.png]


Fundamental


Submúltiplos
quilômetro 
hectômetro 
decâmetro 
metro 
decímetro 
centímetro 
milímetro
	km
	hm
	dam
	m
	dm
	cm
	mm

	1.000m
	100m
	10m
	1m
	0,1m
	0,01m
	0,001m


Os múltiplos do metro são utilizados para medir grandes distâncias, enquanto os submúltiplos, para pequenas distâncias. Para medidas milimétricas, em que se exige precisão, utilizamos:
mícron (µ) = 10-6 m 
angströn (Å) = 10-10 m
Para distâncias astronômicas utilizamos o Ano-luz (distância percorrida pela luz em um ano): Ano-luz = 9,5 € 1012 km
O pé, a polegada, a milha e a jarda são unidades não pertencentes ao sistemas métrico decimal, são

utilizadas em países de língua inglesa. Observe as igualdades abaixo:

	
	Pé
	=
	30,48 cm

	
	Polegada
	=
	2,54 cm

	
	Jarda
	=
	91,44 cm

	
	Milha terrestre
	=
	1.609 m

	Observe que:
	Milha marítima
	=
	1.852 m

	1 pé = 12 polegadas
	
	
	

	1 jarda = 3 pés
	
	
	


Leitura das Medidas de Comprimento
A leitura das medidas de comprimentos  pode ser efetuada com o auxílio do quadro de unidades. Exemplos: Leia a seguinte medida: 15,048 m.
Seqüência prática
1º)
Escrever o quadro de unidades:
[image: image272.png]


km 
hm 
dam 
m 
dm 
cm 
mm
2º)
Colocar o número no quadro de unidades, localizando o último algarismo da parte inteira sob a sua respectiva.
km 
hm 
dam 
m 
dm 
cm 
mm
[image: image273.png]1. Se a proposicdo Todo A é B € verdadeira, entdo temos as duas representacdes possiveis:
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Nenhum A éB € falsa.
Algum A éB € verdadeira.

Algum A ndo é B € falsa.

2. Se a proposicdo Nenhum A é B € verdadeira, entdo temos somente a representacio:

TodoAéB ¢ falsa.
Algum AéB € falsa.

Algum A ndo é B ¢ verdadeira.



1
5,
0
4
8

3º)
Ler a parte inteira acompanhada da unidade de medida do seu último algarismo e a parte decimal acompanhada da unidade de medida do último algarismo da mesma.
15 metros e 48 milímetros
Outros exemplos:
6,07 km 
lê-se "seis quilômetros e sete decâmetros"
82,107 dam 
lê-se "oitenta e dois decâmetros e cento e sete centímetros".
0,003 m 
lê-se "três milímetros". Transformação de Unidades
Observe as seguintes transformações:
• 
Transforme 16,584hm em m.
	km
	hm
	dam
	m
	dm
	cm
	mm


Para transformar hm em m (duas posições à direita) devemos multiplicar por 100 (10 x 10).

16,584 x 100 = 1.658,4

Ou seja:

16,584hm = 1.658,4m
Transforme 1,463 dam em cm.
	km
	hm
	dam
	m
	dm
	cm
	mm


10).


Para transformar dam em cm (três posições à direita) devemos multiplicar por 1.000 (10 x 10 x

1,463 x 1.000 = 1,463

Ou seja:

1,463dam = 1.463cm.
• 
Transforme 176,9m em dam.
	km
	hm
	dam
	m
	dm
	cm
	mm


Para transformar m em dam (uma posição à esquerda) devemos dividir por 10.

176,9 : 10 = 17,69

Ou seja:

176,9m = 17,69dam
• 
Transforme 978m em km.
	km
	hm
	dam
	m
	dm
	cm
	mm


Para transformar m em km (três posições à esquerda) devemos dividir por 1.000.

978 : 1.000 = 0,978

Ou seja:

978m = 0,978km. Observação:
Para resolver uma expressão formada por termos com diferentes unidades, devemos inicialmente  transformar  todos eles numa mesma unidade, para a seguir efetuar as operações.
Perímetro  de um Polígono
Perímetro  de um polígono é a soma das medidas dos seus lados. Perímetro do retângulo
b - base ou comprimento  h - altura ou largura
Perímetro  = 2b + 2h = 2(b + h) Perímetro  dos polígonos regulares
Triângulo equilátero 
Quadrado
P = l+ l + l
P = 3 €  l

P = l + l + l+ l
P = 4 €  l
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Pentágono 
Hexágono
P = l + l + l + l + l 
P = l + l + l + l + l + l
P = 5 €
P = 6 €  l l - medida do lado do polígono regular
P - perímetro  do polígono regular
Para um polígono de n lados, temos:
P = n €  l
Comprimento  da Circunferência
Um pneu tem 40cm de diâmetro, conforme a figura. Pergunta-se:
Cada volta completa deste pneu corresponde na horizontal  a quantos centímetros?
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Envolva a roda com um barbante. Marque o início e o fim desta volta no barbante. Estique o bastante e meça o comprimento  da circunferência   correspondente  à roda.
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Medindo essa dimensão você encontrará  aproximadamente  125,6cm, que é um valor um pouco superior a

3 vezes o seu diâmetro. Vamos ver como determinar este comprimento  por um processo não experimental.
Você provavelmente  já ouviu falar de uma antiga descoberta matemática:
Dividindo o comprimento  de uma circunferência  (C) pela medida  do  seu diâmetro (D), encontramos sempre um valor aproximadamente  igual a 3,14.

Assim:

O número 3,141592... corresponde em matemática à letra grega [image: image45.png]


 (lê-se "pi"), que é a primeira lera da palavra grega perímetro. Costuma-se considera 
= 3,14.

Logo:

Utilizando essa fórmula, podemos determinar o comprimento  de qualquer circunferência.
Podemos agora conferir com auxílio da fórmula o comprimento  da toda
obtido experimentalmente.
C = 2[image: image46.png]
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   C = 2 3,14 €  20 €
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      C = 125,6 cm
UNIDADES DO SISTEMA MONETÁRIO BRASILEIRO

.....



3,141...

	Real (plural = Reais)
	A partir de 1/7/1994
	R$
	R$ 1,00 = Cr$ 2.750,00


Funções Trigonométricas
Definição


Função seno

Chamamos de função seno a função f: R® R que a cada número real x, associa o seno desse número:
f: R® R, f(x) = sen x

O domínio dessa função é R e a imagem é Im [ -1,1] ; visto que, na circunferência  trigonométrica o raio é unitário e, pela definição do seno, –1 £ sen x £ 1, ou seja:

Domínio de f(x) = sen x; D(sen x) = R.

Imagem de f(x) = sen x; Im(sen x) = [ -1,1] .

 Sinal da Função:
Como seno x é a ordenada do ponto-extremidade do arco:
 f(x) = sen x é positiva no 1° e 2° quadrantes (ordenada positiva)
•  f(x) = sen x é negativa no 3° e 4° quadrantes (ordenada negativa)
Definição


Função cosseno

Chamamos de função cosseno a função f: R® R que a cada número real x , associa o cosseno desse número: f: R® R, f(x) = cos x.

O domínio dessa função é R e a imagem é Im [ -1,1] ; visto que, na circunferência  trigonométrica o raio é unitário e, pela definição do cosseno, –1 £ cos x £ 1, ou seja:

Domínio de f(x) = cos x; D(cos x) = R. Imagem de f(x) = cos x; Im(cos x) = [ -1,1] .

 Sinal da Função:
Como cosseno x é a abscissa do ponto-extremidade do arco:
 f(x) = cos x é positiva no 1° e 2° quadrantes (abscissa positiva)
•  f(x) = cos x é negativa no 3° e 4° quadrantes (abscissa negativa)
Função tangente
Definição

Chamamos de função tangente a função f: E® R que a cada número xÎ E, com E = í xÎ R/ x ¹ ½ p +

kp , kÎ Zý associa a tangente desse número:  f: E® R, f(x) = tg x.

O domínio dessa função é E e a imagem é R; visto que no 1° e 3° quadrantes, a função tg x varia de
0(zero) até ¥ (infinito) e 2° e 4° quadrantes varia de -¥ (menos infinito) até 0(zero) Domínio de f(x) = tg x; D(tg x) = E = í xÎ R/ x ¹ ½ p + kp , kÎ Zý .

Imagem de f(x) = tg x; Im(tg x) = R.

 Sinal da Função:
Como tangente x é a ordenada do ponto T interseção da reta que passa pelo centro de uma circunferência trigonométrica e o ponto-extremidade do arco, com o eixo das tangentes então:
 f(x) = tg x é positiva no 1° e 3° quadrantes (produto da ordenada pela abscissa positiva)
 f(x) = tg x é negativa no 2° e 4° quadrantes (produto da ordenada pela abscissa negativa)
Função secante
Definição

Denomina-se função secante a função f(x) = 1/cos x, definida para todo xÎ R diferente de ½p + kp , onde kÎ Z.
 Sinal da função
Como a função secante é a inversa da função cosseno, então os sinais da função secante são os mesmos da função cosseno.
Definição


Função cossecante

Denomina-se função cossecante a função f(x) = 1/sen x, definida para todo xÎ R diferente de kp , onde kÎ Z.
 Sinal da função
Como a função cossecante é a inversa da função seno, então os sinais da função cossecante são os mesmos da função seno.
Função cotangente
Definição

Denomina-se função cossecante a função f(x) = 1/sen x, definida para todo xÎ R diferente de kp , onde kÎ Z.
 Sinal da função
Como a função cossecante é a inversa da função seno, então os sinais da função cossecante são os

mesmos da função seno.
Veja mais
A função seno

Observe que esse gráfico é razoável. Pois:
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 Quando 
, 1º quadrante, o valor de sen x cresce de 0 a 1.
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 Quando 
, 2º quadrante, o valor de sen x decresce de 1 a 0.
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 Quando 
, 3º quadrante, o valor de sen x decresce de 0 a -1.
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 Quando 
, 4º quadrante, o valor de sen x cresce de -1 a 0.]

A função cosseno


Observe que esse gráfico é razoável. Pois:
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 Quando 
, 1º quadrante, o valor do cos x decresce de 1 a 0.
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 Quando 
, 2º quadrante, o valor do cos x decresce de 0 a -1.
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 Quando 
, 3º quadrante, o valor do cos x cresce de -1 a 0.
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 Quando ,
4º quadrante, o valor do cos x cresce de 0 a 1.

A função tangente
Observe que esse gráfico é razoável. De fato: Em primeiro lugar
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ou seja, quando 
, 1º Quadrante,  o valor da tg x cresce de 0 a ¥. Em segundo lugar,
ou seja, quando [image: image58.png]xe]gn]



, 2º Quadrante,  o valor da tg x cresce de -¥ a 0. Em terceiro lugar,
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ou seja, quando, 
3º Quadrante,  o valor da tg x cresce de 0 a ¥. Finalmente,
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ou seja, quando , [image: image61.png]


 4º Quadrante,  o valor da tg x cresce de -¥ a 0.

Função secante

Temos:

Definição: [image: image62.png]


.

Logo, o domínio da função secante é 
.

Também, a partir da circunferência  trigonométrica, já sabemos que, na figura abaixo, para cada
, sec x é a medida algébrica do segmento OS ou do segmento OT.
Da figura, observamos também que, para todo 
,
, onde k é um número inteiro qualquer. Assim a função sec é periódica, de período 2p.
A fim de esboçar o gráfico de y=sec x, façamos a análise de como é a variação de y conforme x varia:
 [image: image63.png]0<x<E=1¢y<a
3 y



e, nesse intervalo, a função é estritamente crescente, ou seja, conforme x aumenta, y aumenta;
 [image: image64.png]g<><ﬁ7r¢*m<\/£*1



e, nesse intervalo, a função é estritamente crescente, ou seja, conforme x aumenta, y aumenta;
 [image: image65.png]7r£><<37n¢7m<\/£4



e, nesse intervalo, a função é estritamente decrescente, ou seja, conforme x aumenta, y diminui;
 [image: image66.png]2"<xg2n¢uy<m



e, nesse intervalo, a função é estritamente decrescente, ou seja, conforme x aumenta, y diminui.
Observemos que as retas verticais de equação [image: image67.png]


, para k inteiro, não nulo, são assíntotas ao gráfico da função.
[image: image68.png]Gréfico de y=sec X





A função y=sec x tem como imagem o intervalo 
. Ela é uma função não limitada e periódica, de período 2p
função cossecante

Temos:

Definição: [image: image69.png]cossec x

senx



.

Logo, o domínio da função cossecante é [image: image70.png]{xeR/senx =0} ={xeR/x =km ke Z}




Também, a partir da circunferência  trigonométrica, já sabemos que, na figura abaixo, para cada
[image: image71.png]x e Domcossec



, cossec x é a medida algébrica do segmento OU ou do segmento OC.
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Da figura, observamos também que, qualquer que seja
,
, onde k é um número inteiro qualquer. Assim a função cos sec é periódica, de período 2p.
A fim de esboçar o gráfico de y=cossec x, façamos a análise de como é a variação de y conforme x varia:
 [image: image73.png]0<xsE=1¢y<a
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e, nesse intervalo, a função é estritamente decrescente, ou seja, conforme x aumenta, y diminui;
•   [image: image74.png]T{X{2r= —w{y <@



e, nesse intervalo, a função é estritamente decrescente, ou seja, conforme x aumenta, y diminui;
Observemos que as retas verticais de equação [image: image75.png]


, para k inteiro, não nulo, são assíntotas ao gráfico da função.
A função y=cotg x tem como imagem o intervalo [image: image76.png]


. Ela é uma função não limitada e periódica.
Formas geométricas básicas

Polígono: É uma figura plana formada por três ou mais segmentos de reta que se intersectam  dois a dois. Os segmentos de reta são denominados lados do polígono.Os pontos de intersecção são denominados vértices do polígono. A região interior ao polígono é muitas vezes tratada como se fosse o próprio polígono
[image: image77.png]



Polígono convexo: É um polígono construído de modo que os prolongamentos dos lados nunca ficarão no interior da figura original. Se dois pontos pertencem a um polígono convexo, então todo o segmento tendo estes dois pontos como extremidades, estará inteiramente contido no polígono.

	Polígono
	No. de lados
	Polígono
	No. de lados

	Triângulo
	3
	Quadrilátero
	4

	Pentágono
	5
	Hexágono
	6

	Heptágono
	7
	Octógono
	8

	Eneágono
	9
	Decágono
	10

	Undecágono
	11
	Dodecágono
	12


Polígono não convexo: Um polígono é dito não convexo se dados dois pontos do polígono, o segmento que

tem estes pontos como extremidades, contiver pontos que estão fora do polígono.

[image: image78.png]Nao
Convexo convexo




Segmentos congruentes: Dois segmentos ou ângulos são congruentes quando têm as mesmas medidas.
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Paralelogramo: É um quadrilátero cujos lados opostos são paralelos. Pode-se mostrar que num paralelogramo:

1. Os lados opostos são congruentes;

2. Os ângulos opostos são congruentes;

3. A soma de dois ângulos consecutivos vale 180o;

4. As diagonais cortam-se ao meio.
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Losango: Paralelogramo que tem todos os quatro lados congruentes. As diagonais de um losango formam um ângulo de 90o.

Retângulo: É um paralelogramo com quatro ângulos retos e dois pares de lados paralelos.
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Quadrado: É um paralelogramo que é ao mesmo tempo um losango e um retângulo. O quadrado possui quatro lados com a mesma medida e também quatro ângulos retos.

Trapézio: Quadrilátero que só possui dois lados opostos paralelos com comprimentos distintos, denominados base menor e base maior. Pode-se mostrar que o segmento que liga os pontos médios dos lados não paralelos de um trapézio é paralelo às bases e o seu comprimento é a média aritmética das somas das medidas das bases maior e menor do trapézio.

Trapézio isósceles: Trapézio cujos lados não paralelos são congruentes. Neste caso, existem dois ângulos congruentes e dois lados congruentes. Este quadrilátero é obtido pela retirada de um triângulo isósceles menor superior (amarelo) do triângulo isósceles maior.
"Pipa" ou "papagaio": É um quadrilátero que tem dois pares de lados consecutivos congruentes, mas os seus lados opostos não são congruentes.
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Neste caso, pode-se mostrar que as diagonais são perpendiculares e que os ângulos opostos ligados pela diagonal menor são congruentes.

Perímetro
Perímetro é a distância que circunda um objeto bidimensional.

•  Um polígono tem perímetro igual à soma do comprimento de suas arestas.

•  Uma circunferência tem perímetro igual ao dobro do pi vezes raio, mais simplificada ainda, pode ser feita como pi vezes diâmetro Ø.

•  Para ser mais simplificado, fazemos a conta assim: c = 2.pi.r. Sendo, c= comprimento, 2.π= 2x3.14 = 6.28 e R= raio

Um exemplo dessa conta: C=6,28.10mm=62,80.

Área do círculo é o valor limite da sequência das áreas das regiões poligonais regulares inscritas no círculo quando o número n de lados das poligonais aumenta arbitrariamente.
Um triângulo equilátero
Problema: Construir um triângulo equilátero ABC no plano cartesiano sabendo-se que existe um ponto P que está distante 7 unidades de A, 6 unidades de B e 8 unidades de C e ao final obter a sua área.
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Solução: Embora a solução esteja apresentada na sequência, sugiro que o visitante interessado neste problema, tente resolvê-lo sem ver os procedimentos apresentados aqui pois, este é um problema simples na sua proposição mas envolve muita matemática para a sua resolução.

Vamos supor que exista um triângulo equilátero com lado de comprimento igual a u unidades. Podemos construir este triângulo com os vértices nos pontos A=(0,0), B=(u,0) e C=(u/2,u.R[3]/2) do plano cartesiano. Aqui R[z] significa a raiz quadrada de z>0.

Pela informação do problema, existe um ponto P=(v,w) localizado a distâncias 7, 6 e 8 unidades, respectivamente dos vértices A, B e C do triângulo.

Em função da fórmula da distância entre dois pontos no plano, podemos escrever:

(Eq1) v² + w² = 49 (Eq2) (v-u)² + w² = 36

(Eq3) (v-u/2)² + (w-u.R[3]/2)² = 64
Subtraindo membro a membro as equações Eq1 e Eq2, obtemos o valor de v em função de u:

v = (u + 13/u)/2

Ao substituir este valor v na Eq2, obteremos duas respostas para w:

w' = R[170-169/u²-u²]/2

w" = -R[170-169/u²-u²]/2

Substituindo agora v e w na Eq3, obteremos uma equação biquadrada na variável u:

u4 -149 u² + 589 = 0

Tomando u²=x, obteremos uma equação do 2o. grau:

x² -149 x + 589 = 0

Resolvendo esta equação e voltando às variáveis originais u, obtemos quatro respostas:

u1=12.0389427, u2=-12.0389427, u3 =  2.01590146, u4=-2.01590146

Em princípio, eu esperava obter apenas uma solução com u positivo!

Para cada resposta obtida para u, obtemos valores correspondentes para v e para w, assim temos quatro respostas:

[u1,v1,w1]=[ 12.03894270, 6.559385873,2.444270233] [u2,v2,w2]=[-12.03894270,-6.559385873,2.444270230] [u3,v3,w3]=[
2.01590146, 4.232314683,5.575617670] [u4,v4,w4]=[ -2.01590146,-4.232314683,5.575617670]
Com um pouco de cuidado e muito cálculo, observamos que [u1,v1,w1] e [u4,v4,w4] satisfazem ao problema, mas [u2,v2,w2] e [u3,v3,w3] não satisfazem ( estas são denominadas soluções estranhas ao problema).

Podemos agora construir os dois primeiros triângulos para esta situação: Triângulo 1: (primeiro quadrante)

A=(0,0), B=(12.0389427,0), C=(6.01947135,18.05841405), P=(6.559385873,2.444270233)

Triângulo 2: (segundo quadrante)

A=(0,0), B=(-2.01590146,0), C=(-1.007950073,1.745821876) P=(-4.232314683,5.57561767)

Usando um pouco a imaginação, é possível observar que existem também dois outros triângulos simétricos em relação ao eixo horizontal com as mesmas propriedades. A única diferença é que as coordenadas de w devem mudar de sinal.
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Triângulo 3: (Terceiro quadrante)

A=(0,0), B=(-2.01590146,0), C=(-1.0079501,-1.7458219) P=(-4.2323147,-5.5756177)

Triângulo 4: (quarto quadrante)

A=(0,0), B=(12.0389427,0), C=(6.01947135,-18.05841405) P=(6.559385873,-2.444270233)

Em qualquer das 4 situações, a área do triângulo é dada pela fórmula Área = a.b.sen(U)/2, onde U é o ângulo formado pelos lados de medidas a e b.
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Assim, a área do triângulo de área maior será

A(maior) = 62.75919017

e a área do triângulo de área menor será

A(menor) = 1,759702435.

Passatempo: Para você aprender um pouco mais de Geometria, observe o desenho ao lado e calcule o valor de h, apenas com as informações contidas no desenho.
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O dobro da medida h corresponde à média harmônica entre os números 8 e 10, assim, você tem uma representação geométrica para a média harmônica entre dois segmentos!

Área do Retângulo
A figura ao lado mostra o retângulo ABCD, que mede 3 unidades de comprimento e 2 unidades de altura. O segmento horizontal que passa no meio do retângulo e os segmentos verticais, dividem o retângulo em seis quadrados tendo cada um 1 unidade de área.
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A área do retângulo ABCD é a soma das áreas destes seis quadrados. O número de unidades de área do retângulo coincide com o obtido pelo produto do número de unidades do comprimento da base AB pelo número de unidades da altura BC.

O lado do retângulo pode ser visto como a base e o lado adjacente como a altura, assim, a área A do retângulo é o produto da medida da base b pela medida da altura h.

A = b × h

Área do quadrado

Um quadrado é um caso particular de retângulo cuja medida da base é igual à medida da altura. A área do quadrado pode ser obtida pelo produto da medida da base por si mesma.

Esta é a razão pela qual a segunda potência do número x, indicada por x², tem o nome de quadrado de x e a área

A do quadrado é obtida pelo quadrado da medida do lado x. A = x²

Exemplo: Obter a área do retângulo cujo comprimento da base é 8 unidades e o comprimento da altura é 5 unidades.

A = b×h

A = (8u)x(5u) = 40u²
No cálculo de áreas em situações reais, usamos medidas de comprimento em função de alguma certa unidade como: metro, centímetro, quilômetro, etc...

Exemplo: Para calcular a área de um retângulo com 2 m de altura e 120 cm de base, podemos expressar a área em metros quadrados ou qualquer outra unidade de área.

1. Transformando as medidas em metros

Como h=2m e b=120cm=1,20m, a área será obtida através de:

A = b×h

A = (1,20m)×(2m) = 2,40m²
2. Transformando as medidas em centímetros

Como h=2m=200cm e b=120cm, a área do retângulo será dada por:

A = b×h

A = (120cm)×(200cm) = 24000cm²

Área do Paralelogramo

Combinando os processos para obtenção de áreas de triângulos congruentes com aqueles de áreas de retângulos podemos obter a área do paralelogramo.

Qualquer lado do paralelogramo pode ser tomado como sua base e a altura correspondente é o segmento perpendicular à reta que contém a base até o ponto onde esta reta intercepta o lado oposto do paralelogramo.

No paralelogramo ABCD abaixo à esquerda, os segmentos verticais tracejados são congruentes e qualquer um deles pode representar a altura do paralelogramo em relação à base AB.
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No paralelogramo RSTV acima à direita, os dois segmentos tracejados são congruentes e qualquer um deles pode representar a altura do paralelogramo em relação à base RV.

A área A do paralelogramo é obtida pelo produto da medida da base b pela medida da altura h, isto é, A=b×h. Demonstração da fórmula
Área do Triângulo

A área de um triângulo é a metade do produto da medida da base pela medida da altura, isto é, A=b.h/2. Demonstração da fórmula
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Exemplo: Mostraremos que a área do triângulo equilátero cujo lado mede s é dada por A=s²R[3]/2, onde R[z] denota a raiz quadrada de z>0. Realmente, com o Teorema de Pitágoras, escrevemos h²=s²-(s/2)² para obter h²=(3/4)s² garantindo que h=R[3]s/2.
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Como a área de um triângulo é dada por A=b.h/2, então segue que: A = s × R[3] s/2 = ½ R[3] s²

Observação: Triângulos com bases congruentes e alturas congruentes possuem a mesma área.

Comparação de áreas entre triângulos semelhantes

Conhecendo-se a razão entre medidas correspondentes quaisquer de dois triângulos semelhantes, é possível obter a razão entre as áreas desses triângulos.
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Propriedade: A razão entre as áreas de dois triângulos semelhantes é igual ao quadrado da razão entre os comprimentos de quaisquer dois lados correspondentes.

Área de ABC
a²
b²
c²
=

=

= Área de RST
r²

s²

t²
Área do losango

O losango é um paralelogramo e a sua área é também igual ao produto do comprimento da medida da base pela medida da altura.
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A área do losango é o semi-produto das medidas das diagonais, isto é, A=(d1×d2)/2.  Demonstração da fórmula
Área do trapézio

Em um trapézio existe uma base menor de medida b1, uma base maior de medida b2 e uma altura com medida h.
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A área A do trapézio é o produto da média aritmética entre as medidas das bases pela medida da altura, isto é, A=(b1+b2).h/2.

Polígonos regulares

Um polígono regular é aquele que possui todos os lados congruentes e todos os ângulos congruentes. Existem duas circunferências associadas a um polígono regular.

Circunferência circunscrita: Em um polígono regular com n lados, podemos construir uma circunferência

circunscrita (por fora), que é uma circunferência que passa em todos os vértices do polígono e que contém o polígono em seu interior.
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Circunferência inscrita: Em um polígono regular com n lados, podemos colocar uma circunferência inscrita (por dentro), isto é, uma circunferência que passa tangenciando todos os lados do polígono e que está contida no polígono.

Elementos de um polígono regular

1. Centro do polígono é o centro comum às circunferências inscrita e circunscrita.

2. Raio da circunferência circunscrita é a distância do centro do polígono até um dos vértices.

3. Raio da circunferência inscrita é o apótema do polígono, isto é, a distância do centro do polígono ao ponto médio de um dos lados.

4. Ângulo central é o ângulo cujo vértice é o centro do polígono e cujos lados contém vértices consecutivos do polígono.
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5. Medida do ângulo central de um polígono com n lados é dada por 360/n graus. Por exemplo, o ângulo central de um hexágono regular mede 60 graus e o ângulo central de um pentágono regular mede

360/5=72 graus.
Áreas de polígonos regulares

Traçando segmentos de reta ligando o centro do polígono regular a cada um dos vértices desse polígono de n- lados, iremos decompor este polígono em n triângulos congruentes.
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Assim, a fórmula para o cálculo da área da região poligonal regular será dada pela metade do produto da medida do apótema a pelo perímetro P, isto é:

A = a × Perímetro / 2

Demonstração da fórmula
Comparando áreas entre polígonos semelhantes

Apresentamos abaixo dois pentágonos irregulares semelhantes. Dos vértices correspondentes A e L traçamos diagonais decompondo cada pentágono em três triângulos.
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Os pares de triângulos correspondentes ABC e LMN, parecem semelhantes, o que pode ser verificado diretamente através da medição de seus ângulos com um transferidor. Assumiremos que tal propriedade seja válida para polígonos semelhantes com n lados.

Observação: Se dois polígonos são semelhantes, eles podem ser decompostos no mesmo número de triângulos e cada triângulo é semelhante ao triângulo que ocupa a posição correspondente no outro polígono.
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Este fato e o teorema sobre razão entre áreas de triângulos semelhantes são usados para demonstrar o seguinte teorema sobre áreas de polígonos semelhantes.

Teorema: A razão entre áreas de dois polígonos semelhantes é igual ao quadrado da razão entre os comprimentos de quaisquer dois lados correspondentes.

Área de ABCDE...
= Área de A'B'C'D'E'...

s²
= (s')²

t²
(t')²

Gráficos e Tabelas

Primeiro vamos definir o que são Gráficos e Tabelas

Gráficos são a representação de dados em desenhos feitos a partir de barras, linhas ou colunas.
Tabelas são  uma representação matricial, isto é, em linhas e colunas, tantas quantas a aplicação que se queira dar.

Existem tabelas unidimensionais que têm apenas colunas ou apenas linhas. Mas o mais comum é encontrar-se tabelas bidimensionais.

As tabelas são realmente a conjugação entre o pensamento abstrato e a nossa necessidade de visualização. Mas elas têm um ponto muito forte que é a capacidade de nos dar muita informação em pouco espaço.

Agora vamos a parte prática com exercícios e  como cada um pode ser usado:
Vamos completar a tabela abaixo com o número de aniversariantes da sala em cada mês do ano:

Observando a tabela responda:

a) Quantos aniversariante há no mês de maio?

b)Em que mês há o maior número de aniversariantes?

c)Em que mês há o menor número de aniversariantes?

d)Em que bimestre, há mais aniversariantes? (Bimestre é dois meses seguidos)

e)Há algum bimestre sem aniversariantes?

Vamos completar a tabela abaixo com o número de aniversariantes da sala em cada mês do ano:

Observando a tabela responda:

a) Quantos aniversariante há no mês de maio?

b)Em que mês há o maior número de aniversariantes?

c)Em que mês há o menor número de aniversariantes?

d)Em que bimestre, há mais aniversariantes? (Bimestre é dois meses seguidos)

e)Há algum bimestre sem aniversariantes?
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Entre esses animais, qual o de vida:

Mais curta............................................................. Mais longa.............................................................

Quantos anos o elefante vive em média a mais do que o porco?

.................................................................................................... Quantos anos o leão vive em média a menos do que o avestruz?

.................................................................................................. O leão vive mais ou menos do que o hipopótamo? Quanto?

........................................................................................................
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Entre esses animais, qual o de vida:

Mais curta............................................................. Mais longa.............................................................

Quantos anos o elefante vive em média a mais do que o porco?

.................................................................................................... Quantos anos o leão vive em média a menos do que o avestruz?

.................................................................................................. O leão vive mais ou menos do que o hipopótamo? Quanto?

........................................................................................................

Veja na tabela abaixo, a preferência por sabores de sorvete entre algumas crianças, entrevistadas num bairro na cidade de São Paulo:

Com base nos dados vamos produzir um gráfico, pintando um quadrinho para cada voto. Deixe seu gráfico colorido usando cores diferentes para cada coluna:

ABACAXI
CHOCOLATE
BAUNILHA
MORANGO

Observando o gráfico e a tabela responda:

a) Quantas crianças foram entrevistadas:

b) Qual o sabor de sorvete preferido das crianças?Ou o mais votado?

c) Qual o sabor que recebeu menos votos?

d) Qual a diferença entre as crianças que preferiram sorvete de abacaxi para os que preferiram sorvete de chocolate?

e) Dois sabores de sorvete somados, se igualam aos votos do sabor de chocolate. Quais são eles?

f) Qual é o seu sabor preferido?

g) Faça uma votação em sua sala de aula, considerando os sabores da tabela e escreva o nome do campeão abaixo:

Observe o gráfico abaixo: ele mostra o número de aniversariantes de uma sala de aula em cada mês do ano:
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Com base no gráfico responda:

a)Quantas crianças estudam nessa sala?

b) Qual o mês com mais e o mês com menos aniversariantes?

c)Quantos crianças fazem aniversário de janeiro à junho?

Observe o gráfico abaixo: ele mostra o número de aniversariantes de uma sala de aula em cada mês do ano:
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Com base no gráfico responda:

a)Quantas crianças estudam nessa sala?

b) Qual o mês com mais e o mês com menos aniversariantes?

c)Quantos crianças fazem aniversário de janeiro à junho?

Regra de três simples
Regra de três simples é um processo prático para resolver problemas que envolvam quatro valores dos quais conhecemos três deles. Devemos, portanto, determinar um valor a partir dos três já conhecidos.

Passos utilizados numa regra de três simples:
1º) Construir uma tabela, agrupando as grandezas da mesma espécie em colunas e mantendo na mesma linha as grandezas de espécies diferentes em correspondência.

2º) Identificar se as grandezas são diretamente ou inversamente proporcionais.

3º) Montar a proporção e resolver a equação. Exemplos:

1) Com uma área  de absorção de raios solares de 1,2m2, uma lancha com motor movido a energia solar consegue produzir 400 watts por hora de energia. Aumentando-se essa área para

1,5m2, qual será a energia produzida?

Solução: montando a tabela:

Área (m2)
Energia (Wh)
1,2
400
1,5
x
Identificação do tipo de relação:
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Inicialmente colocamos uma seta para baixo na coluna que contém o x (2ª coluna). Observe que: Aumentando a área de absorção, a energia solar aumenta.

Como as palavras correspondem (aumentando - aumenta), podemos afirmar que as grandezas são diretamente proporcionais. Assim sendo, colocamos uma outra seta no mesmo sentido (para baixo) na 1ª coluna. Montando a proporção e resolvendo a equação temos:
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Logo, a energia produzida será de 500 watts por hora.

2) Um trem, deslocando-se a uma velocidade média de 400Km/h, faz um determinado percurso em 3 horas. Em quanto tempo faria esse mesmo percurso, se a velocidade utilizada fosse de 480km/ h?

Solução: montando a tabela:

Velocidade (Km/h)
Tempo (h)
400
3
480
x
Identificação do tipo de relação:
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Inicialmente colocamos uma seta para baixo na coluna que contém o x (2ª coluna). Observe que: Aumentando a velocidade, o tempo do percurso diminui.

Como as palavras são contrárias (aumentando - diminui), podemos afirmar que as grandezas são inversamente proporcionais. Assim sendo, colocamos uma outra seta no sentido contrário (para cima) na 1ª coluna. Montando a proporção e resolvendo a equação temos:
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Logo, o tempo desse percurso seria de 2,5 horas ou 2 horas e 30 minutos.

3) Bianca comprou 3 camisetas e pagou R$120,00. Quanto ela pagaria se comprasse 5 camisetas do mesmo tipo e preço?

Solução: montando a tabela:

Camisetas
Preço (R$)
3
120
5
x
Observe que: Aumentando o número de camisetas, o preço aumenta.

Como as palavras correspondem (aumentando - aumenta), podemos afirmar que as grandezas são diretamente proporcionais. Montando a proporção e resolvendo a equação temos:
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Logo, a Bianca pagaria R$200,00 pelas 5 camisetas.

4) Uma equipe de operários, trabalhando 8 horas por dia, realizou determinada obra em 20 dias. Se o número de horas de serviço for reduzido para 5 horas, em que prazo essa equipe fará o

mesmo trabalho?

Solução: montando a tabela:

Horas por dia
Prazo para término (dias)
8
20
5
x
Observe que: Diminuindo o número de horas trabalhadas por dia, o prazo para término
aumenta.

Como as palavras são contrárias (diminuindo - aumenta), podemos afirmar que as grandezas são inversamente proporcionais. Montando a proporção e resolvendo a equação temos:
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Regra de três composta
A regra de três composta é utilizada em problemas com mais de duas grandezas, direta ou inversamente proporcionais.

Exemplos:

1) Em 8 horas, 20 caminhões descarregam 160m3 de areia. Em 5 horas, quantos caminhões serão necessários para descarregar 125m3?

Solução: montando a tabela, colocando em cada coluna as grandezas de mesma espécie e, em cada linha, as grandezas de espécies diferentes que se correspondem:

	Horas
	Caminhões
	Volume

	8
	20
	160

	5
	x
	125


Identificação dos tipos de relação:
Inicialmente colocamos uma seta para baixo na coluna que contém o x (2ª coluna).
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A seguir, devemos comparar cada grandeza com aquela onde está o x. Observe que:

Aumentando o número de horas de trabalho, podemos diminuir o número de caminhões. Portanto a relação é inversamente proporcional (seta para cima na 1ª coluna).

Aumentando o volume de areia, devemos aumentar o número de caminhões. Portanto a relação é diretamente proporcional (seta para baixo na 3ª coluna). Devemos igualar a razão que contém o termo x com o produto das outras razões de acordo com o sentido das setas.

Montando a proporção e resolvendo a equação temos:
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Logo, serão necessários 25 caminhões.

2) Numa fábrica de brinquedos, 8 homens montam 20 carrinhos em 5 dias. Quantos carrinhos serão montados por 4 homens em 16 dias?

Solução: montando a tabela:

	Homens
	Carrinhos
	Dias

	8
	20
	5

	4
	x
	16


Observe que:

Aumentando o número de homens, a produção de carrinhos aumenta. Portanto a relação é
diretamente proporcional (não precisamos inverter a razão).

Aumentando o número de dias, a produção de carrinhos aumenta. Portanto a relação também é diretamente proporcional (não precisamos inverter a razão). Devemos igualar a razão que contém o termo x com o produto das outras razões.

Montando a proporção e resolvendo a equação temos:
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Logo, serão montados 32 carrinhos.

3) Dois pedreiros levam 9 dias para construir um muro com 2m de altura. Trabalhando 3 pedreiros e aumentando a altura para 4m, qual será o tempo necessário para completar esse muro?

Inicialmente colocamos uma seta para baixo na coluna que contém o x. Depois colocam-se flechas concordantes para as grandezas diretamente proporcionais com a incógnita e discordantes para as inversamente proporcionais, como mostra a figura abaixo:
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Montando a proporção e resolvendo a equação temos:
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Logo, para completar o muro serão necessários 12 dias.

Exercícios complementares
Agora chegou a sua vez de tentar. Pratique tentando fazer esses exercícios:

1) Três torneiras enchem uma piscina em 10 horas. Quantas horas levarão 10 torneiras para encher 2 piscinas?  Resposta: 6 horas.
2) Uma equipe composta de 15 homens extrai, em 30 dias, 3,6 toneladas de carvão. Se for aumentada para 20 homens, em quantos dias conseguirão extrair 5,6 toneladas de carvão?
Resposta:
35 dias.
3) Vinte operários, trabalhando 8 horas por dia, gastam 18 dias para construir um muro de 300m. Quanto tempo levará uma turma de 16 operários, trabalhando 9 horas por dia, para construir um muro de 225m? Resposta: 15 dias.
4) Um caminhoneiro entrega uma carga em um mês, viajando 8 horas por dia, a uma velocidade média de 50 km/h. Quantas horas por dia ele deveria viajar para entregar essa carga em 20 dias, a uma velocidade média de 60 km/h?  Resposta: 10 horas por dia.
5) Com uma certa quantidade de fio, uma fábrica produz 5400m de tecido com 90cm de largura em 50 minutos. Quantos metros de tecido, com 1 metro e 20 centímetros de largura, seriam produzidos em 25 minutos?  Resposta: 2025 metros.
CÁLCULO PROPOSICIONAL
Como primeira e indispensável parte da Lógica Matemática temos o CÁLCULO PROPOSICIONAL ou
CÁLCULO SENTENCIAL ou ainda CÁLCULO DAS SENTENÇAS.
CONCEITO DE PROPOSIÇÃO
PROPOSIÇÃO: sentenças declarativas afirmativas (expressão de uma linguagem) da qual tenha sentido afirmar que seja verdadeira ou que seja falsa.

• A lua é quadrada.
• A neve é branca.
• Matemática é uma ciência.
Não serão objeto de estudo as sentenças interrogativas ou exclamativas.

OS SÍMBOLOS DA LINGUAGEM DO CÁLCULO PROPOSICIONAL
• VARIÁVEIS PROPOSICIONAIS: letras latinas minúsculas p,q,r,s,.... para indicar as proposições (fórmulas atômicas) .

Exemplos:
A lua é quadrada : p
A neve é branca : q
• CONECTIVOS LÓGICOS: As fórmulas atômicas podem ser combinadas entre si e, para representar tais combinações usaremos os conectivos lógicos :

∧: e , ∨: ou , → : se...então , ↔ : se e somente se , ∼: não
Exemplos:



• A lua é quadrada e a neve é branca. : p ∧ q (p e q são chamados conjunctos)

• A lua é quadrada ou a neve é branca. : p ∨ q ( p e q são chamados disjunctos)

• Se a lua é quadrada então a neve é branca. : p → q ( p é o antecedente e q o conseqüente)

• A lua é quadrada se e somente se a neve é branca. : p ↔ q
• A lua não é quadrada. : ∼p
• SÍMBOLOS AUXILIARES : ( ) , parênteses que servem para denotar o "alcance" dos conectivos;
Exemplos:
• Se a lua é quadrada e a neve é branca então a lua não é quadrada. :
((p ∧ q) → ∼ p)
• A lua não é quadrada se e somente se a neve é branca. :
((∼ p) ↔q))
• DEFINIÇÃO DE FÓRMULA :

1. Toda fórmula atômicaé uma fórmula.

2. Se A e B são fórmulas então

(A ∨ B) , (A ∧ B) , (A → B) , (A ↔ B) e (∼ A) também são fórmulas.
3. São fórmulas apenas as obtidas por 1. e 2. .

Os parênteses serão usados segundo a seguinte ordem dos conectivos: ∼, ∨ , ∧ , →, ↔ .
Com o mesmo conectivo adotaremos a convenção pela direita.

Exemplo: a fórmula p ∨ q ∧ ∼ r → p → ∼ q deve ser entendida como
(((p ∨ q) ∧ (∼ r)) → ( p → (∼ q)))
AS TABELAS VERDADE
A lógica clássica é governada por três princípios (entre outros) que podem ser formulados como segue:

• Princípio da Identidade: Todo objeto é idêntico a si mesmo.

• Princípio da Contradição: Dadas duas proposições contraditórias (uma é negação da outra), uma delas é falsa.

• Princípio do Terceiro Excluído: Dadas duas proposições contraditórias, uma delas é verdadeira.

Com base nesses princípios as proposições simples são ou verdadeiras ou falsas - sendo mutuamente exclusivos os dois casos; daí dizer que a lógica clássica é bivalente.

Para determinar o valor (verdade ou falsidade) das proposições compostas (moleculares), conhecidos os valores das proposições simples (atômicas) que as compõem usaremos tabelas-verdade :

1.Tabela verdade da "negação" : ~p é verdadeira (falsa) se e somente se p é falsa (verdadeira).

	p
	~p

	V
	F

	F
	V


2. Tabela verdade da "conjunção" : a conjunção é verdadeira se e somente os conjunctos são verdadeiros.
	p
	q
	p ∧ q

	V
	V
	V

	V
	F
	F

	F
	V
	F

	F
	F
	F


3. Tabela verdade da "disjunção" : a disjunção é falsa se, e somente, os disjunctos são falsos.
	p
	q
	p ∨ q

	V
	V
	V

	V
	F
	V

	F
	V
	V

	F
	F
	F


4. Tabela verdade da "implicação": a implicação é falsa se, e somente se, o antecedente é verdadeiro e o conseqüente é falso.

	p
	q
	p → q

	V
	V
	V

	V
	F
	F

	F
	V
	V

	F
	F
	V


5. Tabela verdade da "bi-implicação": a bi-implicação é verdadeira se, e somente se seus componentes são ou ambos verdadeiros ou ambos falsos

	p
	q
	p ↔ q

	V
	V
	V

	V
	F
	F

	F
	V
	F

	F
	F
	V


Exemplo: Construir a tabela verdade da fórmula : ((p ∨ q) → ~p) → (q ∧ p)
	p
	q
	((p ∨ q) → ~p) → (q ∧ p)

	V
	V
	V
	F
	F
	V
	V

	V
	F
	V
	F
	F
	V
	F

	F
	V
	V
	V
	V
	F
	F

	



	F
	F
	F
	V
	V
	F
	F


•NÚMERO DE LINHAS DE UMA TABELA-VERDADE: Cada proposição simples (atômica) tem dois valores V ou F, que se excluem. Para n atômicas distintas, há tantas possibilidades quantos são os arranjos com repetição de 2 (V e F) elementos n a n. Segue-se que o número de linhas da tabela verdade é 2n. Assim, para duas proposições são 22  = 4 linhas; para 3 proposições são 23  = 8; etc.

Exemplo: a tabela - verdade da fórmula ((p ∧ q) → r) terá 8 linhas como segue :
	p
	q
	r
	((p ∧ q) → r )

	V
	V
	V
	V
V

	V
	V
	F
	V
F

	V
	F
	V
	F
V

	V
	F
	F
	F
V

	F
	V
	V
	F
V

	F
	V
	F
	F
V

	F
	F
	V
	F
V

	F
	F
	F
	F
V


NOTA: "OU EXCLUSIVO" É importante observar que "ou" pode ter dois sentidos na linguagem habitual:

inclusivo (disjunção) ∨ ("vel")  e exclusivo ∨ ( "aut") onde p ∨q significa ((p ∨ q) ∧∼ (p ∧ q)).
Lógica de Primeira Ordem

1. Sintaxe

Introdução

A linguagem da lógica proposicional não é adequada para representar relações entre objetos. Por exemplo, se fôssemos usar uma linguagem proposicional para representar "João é pai de Maria e José é pai de João" usaríamos duas letras sentenciais diferentes para expressar idéias semelhantes (por exemplo, P para simbolizar "João é pai de Maria "e Q para simbolizar "José é pai de João" ) e não estaríamos captando com esta representação o fato de que as duas frases falam sobre a mesma relação de parentesco entre João e Maria e entre José e João. Outro exemplo do limite do poder de expressão da linguagem proposicional, é sua incapacidade de representar instâncias de um propriedade geral. Por exemplo, se quiséssemos representar em linguagem proposicional "Qualquer objeto é igual a si mesmo " e "3 é igual a 3", usaríamos letras sentenciais distintas para representar cada uma das frases, sem captar que a segunda frase é uma instância particular da primeira. Da mesma forma, se por algum processo de dedução chegássemos à conclusão que um indivíduo arbitrário de um universo tem uma certa propriedade, seria razoável querermos concluir que esta propriedade vale para qualquer indivíduo do universo. Porém, usando uma linguagem proposicional para expressar "um indivíduo arbitrário de um universo tem uma certa propriedade " e "esta propriedade vale para qualquer indivíduo do universo" usaríamos dois símbolos proposicionais distintos e não teríamos como concluir o segundo do primeiro.

A linguagem de primeira ordem vai captar relações entre indivíduos de um mesmo universo de discurso e a lógica de primeira ordem vai permitir concluir particularizações de uma propriedade geral dos indivíduos de um universo de discurso, assim como derivar generalizações a partir de fatos que valem para um indivíduo arbitrário do universo de discurso. Para ter tal poder de expressão, a linguagem de primeira ordem vai usar um arsenal de símbolos mais sofisticado do que o da linguagem proposicional.

Considere a sentença "Todo objeto é igual a si mesmo ".

Esta sentença fala de uma propriedade (a de ser igual a si mesmo) que vale para todos os indivíduos de um universo de discurso, sem identificar os objetos deste universo.

Considere agora a sentença "Existem números naturais que são pares".

Esta sentença fala de um propriedade (a de ser par) que vale para alguns (pelo menos um dos) indivíduos do universo dos números naturais, sem, no entanto, falar no número" 0" ou "2" ou "4",etc em particular.

Para expressar propriedades gerais (que valem para todos os indivíduos) ou existenciais (que valem para alguns indivíduos) de um universo são utilizados os quantificadores ∀ (universal) e ∃ (existencial), respectivamente. Estes quantificadores virão sempre seguidos de um símbolo de variável, captando, desta forma, a idéia de estarem simbolizando as palavras "para qualquer" e  "para algum".

Considere as sentenças:

-
"Sócrates é homem"

-
"Todo aluno do departamento de Ciência da Computação estuda lógica"

A primeira frase fala de uma propriedade (ser homem) de um indivíduo distinguido ("Sócrates") de um domínio de discurso. A segunda frase fala sobre objetos distiguidos "departamento de Ciência da Computação" e "lógica". Tais objetos poderão ser representados usando os símbolos , soc para "Sócrates", cc para "departamento de Ciência da Computação", lg para "lógica".Tais símbolos são chamados de símbolos de constantes.

As propriedades "ser aluno de ", "estuda" relacionam objetos do universo de discurso considerado, isto é, "ser aluno de " relaciona os indivíduos de uma universidade com os seus departamentos, "estuda" relaciona os indivíduos de uma universidade com as matérias. Para representar tais relações serão usados símbolos de predicados (ou relações). Nos exemplos citados podemos usar  Estuda e Aluno que são símbolos de relação binária. As relações unárias expressam propriedades dos indivíduos do universo ( por exemplo "ser par","ser homem"). A relação "ser igual a" é tratata de forma especial, sendo representada pelo símbolo de igualdade ≈.
Desta forma podemos simbolizar as sentenças consideradas nos exemplos da seguinte forma:

- "Todo mundo é igual a si mesmo " por ∀x x≈x;
- "Existem números naturais que são pares" por ∃xPar(x);
- "Sócrates é homem" por Homem(soc);

- "Todo aluno do departamento de Ciência da Computação estuda lógica" por∀x(Aluno(x,cc) →Estuda (x,lg)).
Já vimos como representar objetos do domínio através de constantes.Uma outra maneira de representá-los é atravez do uso de símbolos de função.

Por exemplo podemos representar os números naturais "1", "2", "3", etc através do uso de símbolo de função, digamos, suc, que vai gerar nomes para os números naturais "1", "2", "3", etc. a partir da constante 0, e. g., "1" vai ser denotado por suc(0), "3" vai ser denotado por suc(suc(suc(0))), etc.  Seqüências de símbolos tais como suc(0) e suc(suc(suc(0))) são chamadas termos.

Assim, a frase "Todo número natural diferente de zero é sucessor de um número natural" pode ser simbolizada por ∀x(¬x≈0 →∃ysuc(y)≈x).
Definições

Os símbolos de função e de predicado tem aridades que dependem de quantos são seus argumentos. Uma maneira simples de indicar a aridade de um símbolo de função f ou de um símbolo de predicado P é usar um símbolo de tipo s e indicar que f é n-ária por f: sn→s e que P é n-ário por P: sn. Note que um elemento distinguido u de um universo pode ser considerado como uma função de aridade zero, assim, os símbolos de constante podem ser declarados, usando a notação acima, como c: s0→s. Desta forma temos suc: s1→s ou mais

simplesmente, suc: s→s, Par: s, Aluno: s2 e 0: s0→s.
Os símbolos de constantes, funções e predicados são chamados de símbolos não lógicos de uma linguagem de
primeira ordem.

O elenco dos símbolos não lógicos de uma linguagem de primeira ordem , junto com suas respectivas aridades é chamado de assinatura.
Daremos a seguir as definições dos conceitos discutidos acima.

Def Sin1

Uma assinatura de uma linguagem de primeira ordem (mono sortida)1  consiste de um conjunto de seqûencias cujos elementos são da forma

f: sn→s, com n≥0 e/ou da forma P: sn , com n>0.
Dada uma assinatura ρ, a linguagem de primeira ordem com assinatura ρ, L(ρ), tem como alfabeto:
-
conectivos proposicionais:

¬ (~) negação, ∧ (&) conjunção, ∨ disjunção, ↔ dupla implicação e → (⊃) implicação.
-
quantificadores:

∀ quantificador universal e ∃ quantificador existencial
- símbolo de igualdade (opcional): ≈
- símbolos de variáveis: um conjunto contável infinito, VAR
-
símbolos de predicados de ρ:
o conjunto consistindo do primeiro elemento de cada um das seqüências da forma P: sn  que ocorrem em ρ .
Para cada n, se P: sn  ocorre em ρ, P é chamado de símbolo de predicado n-ário.
-
símbolos de função de ρ:
o conjunto consistindo do primeiro elemento de cada uma das seqüências da forma f: sn→s que ocorrem em ρ.
Para cada n, se f: sn→s ocorre em ρ, f é chamado de símbolo de predicado n-ário. Os símbolos de função 0-ária
são chamados de símbolos de constantes.
- símbolos de pontuação: "(", ")", "[", "]", "{", "}".

Por convenção usaremos letras maiúsculas ou palavras da língua portuguesa inicializadas com letras maiúsculas

1 
A versão polisortida dos conceitos desta secção serão tratados separadamente.

para representar símbolos de predicados

e usaremos letras minúsculas ou palavras da língua portuguesa inicializadas com letras minúsculas para representar símbolos de função e de variáveis.

Como foi mencionado anteriomente, os símbolos de predicados pretendem representar relações entre objetos de um mesmo universo de discurso.

A definição de conjunto de fórmulas bem formadas de um linguagem de primeira ordem L(ρ) faz uso do conceito de termos. Os termos pretendem nomear os objetos do universo de discurso.

Definição Sin2

Dada um assinatura ρ, consideremos o conjunto U das seqüências finitas formadas pelos símbolos de VAR, símbolos de pontuação e os símbolos de função de ρ. Para cada símbolo de função n-ário (n > 0) f, defina Ff  : Un  → U por Ff(e1, ..., en) = f(e1, ..., en).

Definição Sin3 (termos de uma linguagem de primeira ordem)

Dada um assinatura ρ, o conjunto de termos de L(ρ), TERM(ρ), é o conjunto (livremente) gerado a partir de
VAR pelas funções geradoras F = { Ff    / f símbolo de função n-ária de ρ, n > 0}, i.e. o conjunto TERM(ρ) de
termos é o menor conjunto de U tal que:

- todo símbolo de variável pertence a TERM(ρ);
- todo símbolo de constante pertence a TERM(ρ);
- se t1, t2, ..., tn  estão em TERM(ρ) e f é um símbolo de função n-ário de ρ, então f(t1, t2, ..., tn) está em
TERM(ρ).
Como TERM(ρ) é um conjunto indutivo, vale o princípio de indução em TERM(ρ), a saber:
Princípio de indução para termos
Seja A uma propriedade que diz a respeito a termos. Se

- cada símbolo de variável e cada símbolo de constante tem a propriedade A

e

- se t1, t2, ..., tn  tem a propriedade A implica que f(t1, t2, ..., tn) tem a propriedade A , para t1, t2, ..., tn  ∈ TERM(ρ)
e f símbolo de função n-ária,
então

todos os termos em TERM(ρ) têm a propriedade A.
Exemplo Sin1

Vamos mostrar que todo termo tem o mesmo número de abre parênteses "("e de fecha parênteses ")" usando o princípio da indução em TERM.

Usaremos a notação na(α) e nf(α) para o número de abre e fecha parênteses de uma expressão
α, respectivamente.
Seja S= {α∈TERM/ na(α)=nf(α)}
Vamos mostrar que S é um conjunto indutivo, i.e.:
i)
VAR⊆S
É claro que na(x)=0=nf(x), para x∈VAR.
ii)
Se c é símbolo de constante na(c)=0=nf(c). Logo c∈S
iii)
Se t1, t2, ..., tn∈S e f é símbolo de função n-ário, então na(f(t1, t2, ..., tn))=na(t1)+…+na(tn)

Por hipótese de indução temos que na(t1)= nf(t1)…na(tn)= nf(tn)

Logo na(f(t1, t2, ..., tn))=na(t1)+…+na(tn)= nf(t1)+…+nf(tn)=nf(f(t1, t2, ..., tn))).

Portanto f(t1, t2, ..., tn)∈S.

Definição Sin4 (fórmula atômica)

Dada uma assinatura ρ, o conjunto das fórmulas atômicas de L(ρ), FORMAT(ρ), é o conjunto das expressões da forma:

- t1  ≈ t2  , para t1  e t2  ∈ TERM(ρ) (se L(ρ) tem ≈) ;
- P(t1, t2, ..., tn), onde P é símbolo de predicado n-ário de ρ e t1, t2, ..., tn  ∈ TERM(ρ).
As fórmulas atômicas pretendem expressar as mais simples relações sobre os objetos do universo de discursso.

Definição Sin5

Dada uma assinatura ρ, seja W o conjunto das seqüências finitas de símbolos do alfabeto de L(ρ) e de
TERM(ρ).
Para x ∈ VAR, defina f∀x: W → W por f∀x(ϕ) = (∀xϕ) e f∃x: W → W
por f∃x(ϕ) = (∃xϕ)
Definição Sin6 (fórmulas de uma linguagem de primeira ordem)

Dada um assinatura ρ, o conjunto das fórmulas de L(ρ) , FORM(ρ), é o conjunto (livremente) gerado a partir de
FORMAT(ρ) pela aplicação dos geradores: f∨, f ∧, f →, f ↔, f ¬, e f∀x, f∃x, para cada x ∈ VAR.
i.e.: FORM(ρ) é o menor conjunto de expressões de W tal que:
1) Se t1  e t2  ∈ TERM(ρ), então t1  ≈t2   ∈ FORM(ρ);
2) P(t1, t2, ..., tn) ∈ FORM(ρ), onde P é símbolo de predicado n-ário P e t1, t2, ..., tn  ∈ TERM(ρ);
3) Se α ∈ FORM(ρ), então (¬α) ∈ FORM(ρ);
4) Se α e β ∈ FORM(ρ), então (α ∨ β), (α ∧ β), (α → β) e (α ↔ β) ∈ FORM(ρ);
5) Se α ∈ FORM(ρ) e x ∈ VAR, então (∀xα) e (∃xα) ∈ FORM(ρ).
Dada uma assinatura ρ, a linguagem de primeira ordem com assinatura ρ, L(ρ), é o conjunto das fórmulas bem
formadas, FORM(ρ).
Em geral uma linguagem de primeira ordem L(ρ) é apresentada por sua assinatura e pela indicação se nela
ocorre ou não o símbolo de igualdade ≈.
Deixaremos de mencionar a assinatura ρ, quando esta estiver subentendida.
Para cada fórmula existe uma árvore cuja raiz é a fórmula e as folhas são as fórmulas atômicas que ocorrem na fórmula. Em cada nível, os nós da árvore desse nível são as subfórmulas que formam a fórmula do nível anterior pela aplicação de uma das regras ( 1-5 ) da definição de FORM.

Exemplo Sin2

(∀x((A(x) ∧ (∃yB(x, y))) → (∃y((¬C(y)) ∨ (∀z(A(z, y) → C(z, y)))))))
((A(x) ∧ (∃yB(x, y))) → (∃y((¬C(y)) ∨ (∀z(A(z, y) → C(z, y)))))) (A(x) ∧ (∃yB(x, y)))
(∃y((¬C(y)) ∨ (∀z(A(z, y) → C(z, y)))))

A(x)
(∃yB(x, y))
((¬C(y)) ∨ (∀z(A(z, y) → C(z, y))))
B(x, y)
(¬C(y))

(∀z(A(z, y) → C(z, y)))
(A(z, y) → C(z, y))
A(z, y)
C(z, y)

Como FORM é um conjunto indutivo, vale o princípio da indução em FORM, a saber:

Princípio de indução para fórmulas
Seja A uma propriedade que diz respeito a fórmulas. Se

- cada fórmula atômica tem a propriedade A e

- se α1  e α2 têm a propriedade A, então (α1*α2) tem a propriedade A, para * ∈ {∨, ∧, ↔, →} e
- se α tem a propriedade A, então (¬α) tem a propriedade A e
- se α tem a propriedade A, então (∀xα) e (∃xα) têm a propriedade A,
então,
todas as fórmulas em FORM têm a propriedade A.

Convenção para uso do parênteses:

- as mesmas convenções usadas para os conectivos sentenciais;

- os quantificadores ∀x e ∃x ligam mais que os outros conectivos;
-
omitir os parênteses mais externos das fórmulas.

Daremos a seguir alguns conceitos de manipulação sintática de termos e de fórmulas. Estaremos tratanto primeiramente de termos que são obtidos a partir de outros termos pela substituição de variáveis que ocorrem nos termos.

Considere os termos f(x), f(c) e f(f(x)). Note que f(c) pode ser visto como o termo f(x) quando escrevemos c no lugar de x, assim como f(f(x)) pode ser considerado como uma reescrita do termo f(x) quando escrevemos f(x) no lugar de x. Em termos intuitivos, f(x) denota um objeto do universo de discurso que depende do objeto denotado por x. Esta mesma relação de dependência vai ser observada entre o objeto denotado por f(c) e o denotado por c, assim como entre os objetos denotados por f(f(x)) e por f(x).

Considere agora os termos f(x,y), g(x) e f(x,g(x)). Note que f(x,g(x))) pode ser visto como o termo f(x,y)

quando escrevemos g(x) no lugar de y.

Assim temos o conceito de aplicar substituição de variáveis por termos em termos.

Definição Sin7 (substituição simples)

Para uma variável x∈VAR e um termo t∈TEM(ρ), a expressão x/t é chamada de substituição simples (de x por t).

Agora considere os termos f(x,y), g(x) e f(g(x),x). Note que f(g(x),x)) pode ser visto como o termo f(x,y)

quando substituimos simultaneamente g(x) por x e x por y.

Este é um exemplo de aplicação simultânea de duas aplicações simples, a saber, x:=g(x) e y:=x.

Definição Sin8 (substituição)

Uma substituição é um conjunto finito de substituições simples θ={x1:=t1,x2:=t2…xn:=tn} tal que xi≠xj  para i≠j. Uma substituição θ={x1:=y1,x2:=y2…xn:=yn} é chamada de renomeação de variáveis.

A aplicação da substituição θ = {x1:=t1, ..., xn:=tn} a um termo τ, denotada por τθ, é o termo resultante da aplicação simultânea das substituições xi:=ti de θ em τ.
Mais formalmente, temos uma definição recursiva da aplicação da substituição de variáveis em termos, i.e. vamos definir τθ recursivamente.

Definição Sin9 (substituição de variáveis em termos)

Dada uma substituição θ, vamos definir o termo τθ para cada termo τ.
1-  para τ=x
τθ = t, se x:=t ∈θ

= x, caso contrário

2-  para τ=c

τθ = c

3-  para τ = f(t1, ..., xn:=tn)

τθ = f(t1θ, ...,tnθ).

Agora considere os termos f(x,y), g(x) e f(g(y),y). Note que f(g(y),y)) pode ser visto como o termo f(x,y)

quando substituimos x por g(y), que por sua vez é o resultado da substituição de x por y em g(x).

Este é um exemplo de aplicação de duas substituições, uma após a outra (substituição de x por y em g(x) e de x pelo termo resultante em f(x,y)).

Definição Sin10 (composição de substittuições)

Sejam θ={x1:=t1,x2:=t2…xn:=tn} e τ={v1:=τ1,v2:=τ2…vm:=τm} substituições. A composição de substituições θ e τ, é a substituição

θo τ={x1:=t1τ, x2:=t2τ …xn:=tnτ}∪{vi:=τi∈τ / vi  não ocorre em nenhuma substituição de θ}, i.e, θo τ é a substituição obtida aplicando-se τ aos segundos termos das substituições simples de θ e acrescentando-se o conjunto de substituições simples de τ cujos primeiros elementos não são primeiros elementos de θ.

Exemplo Sin3

Sejam θ = {x:=y, z:=x} e τ = {y:=f(x), x:=v, v:=y}.
θ o τ = {x:=f(x), z:=v, y:=f(x), v:=y}
Agora vamos tratar de substituições de variáveis por termos em fórmulas. A substituição de variáveis em fórmulas se dá nas ocorrências das variáveis que não são governadas por quantificadores. Inicialmente daremos algumas definições sobre o papel das variáveis nas fórmulas.

Definição Sin11 (ocorrência de variáveis livres e ligadas)

Uma ocorrência da variável v na fórmula F é ligada quando está dentro do escopo de algum quantificador Q v

(∀ v ou ∃ v). Isso é ilustrado na figura abaixo.
F :
 


Qv(    v    )
 

Figura CQ.DN.1.1: Ocorrência ligadada da variável v na fórmula F

As ocorrências livres da variável v na fórmula F são os que não são ligadas nem da forma Q v (∀ v ou ∃ v)2. Como exemplo, considere a fórmula P(v)∧∀v [R(w,v)→S(v,w)].
- As duas ocorrências da variável w (em R(w,v) e em S(v,w)) são livres.

- Já a variável u têm ocorrências livres (em P(v)) e ligadas (em R(u,v) e em S(v,u)). Exercício ExSin4

Dados símbolos de predicados P e Q (unários), R e S (binários) e T (ternário), símbolos de operações f (unário), g (binário) e h (ternário); símbolos de constantes c e d, considere as fórmulas abaixo.

F1: ∀u [(∃w R(u,g(v,w)))→S(w,h(u,v,w))]; F2: ∀v [R(u,v)→∀u S(u,v)];
2 

Uma ocorrência da variável v combinada a um quantificador (da forma Q v) costuma ser chamada de ligada ou então recebe um nome especial, como ligante.

F3: ∀v [∃u R(u,f(v))→S(w,g(u,c))]; F4: P(u)→∀v [S(u,v)→¬S(v,v)];

F5: P(u)→∀v [S(u,v)→¬S(v,v)];
F6: ∀v [(∃u T(u,v,w)→(S(u,w)∧Q(v))];
F7: ∃u [P(u)→∀w  (T(u,v,w)→T(v,u,v))];
 F8: ∀u T(g(v,u),v,h(f(u),c,w));
F9: ∀u [P(u)→P(f(u))];
 F10: P(c)∧∀u [P(u)→P(h(f(v),g(v,c),d))];
F11: P(c)∧∀v [P(v)→P(f(v))]→P(u);
 F12: ¬P(u)→[∃v R(u,v)∨∃w S(u,w)];
F13: ∀v ∃u R(h(u,c,d),f(v));  F14: ∀u ∀v [∃w T(u,v,w)×(R(u,v)∨¬S(v,u));
F15: ∀v S(w,g(u,c))]; F16: ∀u ∀v [∃w T(u,v,w)×(R(u,v)∨¬S(v,u));
F17: ∀u ∀v [∃w (P(f(u))∧T(u,h(c,v,w),w)∧Q(g(d,w)))→(R(f(u),v)∨¬S(f(v),u)).
a) Identifique as ocorrências ligadas e livres de variáveis em cada fórmula.

b) Quais fórmulas têm ocorrências ligadas e livres de uma mesma variável?


Definição Sin12 (variáveis livres e ligadas)

As variáveis livres na fórmula F são as que têm ocorrências livres em F.O conjunto de tais variáveis será denotado por VL[F].

As variáveis livres em um conjunto Γ de fórmulas são as livres em alguma fórmula F de Γ, formando o conjunto VL[Γ] = ∪F∈Γ VL[F].

Uma sentença é uma fórmula F sem ocorrências livres de variáveis, i.e., VL[F] = ∅. Exercício ExSin5

Considere as fórmulas do exercício ExSin4 acima. a) Quais dessas fórmulas são sentenças?

b) Determine o conjunto de variáveis livres em cada conjunto de fórmulas: (i) { F1, F2 }; (ii) { F3, F4};

(iii) { F5, F6 , F10 };  (iv) { F11, F12 , F15 }.


CQ.DN.1.B Substituição de variável por termo

Substituindo todas as ocorrências livres de uma variável v em uma fórmula F por um termo t, obtemos uma fórmula, denotada F [v:=t]. Freqüentemente simplificamos essa notação, usando F(v) para a fórmula original e F(t) para o resultado da substituição.

F(v) :
 


v
    
v
 

↓ 
↓
F(t) : 
    
t

    
t
 


Figura CQ.DN.1.2: Substituição da variável v por termo t na fórmula F

Como exemplo, considere como F(u,w) a fórmula P(u)∧∀v[R(w,v)→S(v,w)].
- Substituindo u pelo termo h(v), temos F(h(v),w)= P(h(v))∧∀v[R(w,v)→S(v,w)].
- Substituindo w pelo termo h(v), temos F(u,h(v))= P(u)∧∀v[R(h(v),v)→S(v,h(v))].
Exercício ExSin6

Considere as fórmulas do exercício ExSin4 acima.

a) Determine o resultado de cada substituição abaixo (de variável por termo em fórmula): (i) F1 [v:=f(v)];
(ii) F3 [w:=g(u,f(c))];

(iii) F4 [u:=h(c,u,d)]; (iv) F10 [v:=g(v,f(d))];
(v) F7 [v:=h(c,v,d)];   (vi) F8 [v:=g(v,f(d))]; (vii) F2 [v:=u];
(viii) F3 [w:=u];

(ix) F4 [u:=f(f(v))];
(x) F12 [u:=f(v)];
(xi) F8 [v:=g(u,f(u))]; (xii) F7 [v:=h(u,c,w)].
b) Determine o conjunto de variáveis livres de cada fórmula resultante em (a).


Quando se faz uma substituição como acima, espera-se que o resultado F(t) afirme sobre o termo t o que a fórmula original F(v) afirma sobre a variável v. Isso ocorre quando a substituição não acarreta colisão de variáveis.

Como exemplo, considere como F(v) a fórmula ∃u[v≈d(u)], com d sendo 'dobro'.
- A fórmula F(v) afirma (sobre v) que v é o dobro de algum u.
- A fórmula F(w)=∃u[w≈d(u)] afirma (sobre w) que w é o dobro de algum u.
- Já a fórmula F(u)=∃u[u≈d(u)] não tem ocorrência livre de u; ela não afirma nada sobre a variável u, mas sim
que algum u é o seu próprio dobro.
- A fórmula F(u+w)=∃u[u+w≈d(u)] não afirma(sobre u+w) que u+w seja o dobro de algum número.
Nas duas substituições F(u)=∃u[u≈d(u)] e F(u+w)=∃u[u+w≈d(u)] encontramos colisões de variáveis. Na
fórmula original F(v)=∃u[v≈d(u)] a ocorrência de v no escopo do quantificador ∃u era livre, no resultado em
cada caso, uma variável introduzida no lugar do v foi "capturada" pelo quantificador ∃u.
De maneira geral, dizemos que uma substituição F[v:=t] da variável v na fórmula F pelo termo t origina uma
colisão quando alguma variável u do termo t está dentro do escopo de algum quantificador Qu (∀u ou ∃u) na fórmula original F.

F(v):     Qu( 
v 
)  

↓
t(u)
⇓
F(t):      Qu( 
t(u) 
)  

Figura CQ.DN.1.3: Colisão da variável v com termo t na fórmula F

Diremos que a substituição da variável v na fórmula F pelo termo t é sensata quando não causa colisão de variáveis3. Para isso, usaremos a notação < v, t > ∈ SS[F].

Casos especiais, porém utéis, de substituição sensata da variável v na fórmula F são:
- quando nenhuma variável do termo t ocorre na na fórmula F;

- quando o termo t é a própria variável v (nesse caso, a fórmula F fica inalterada). Exercício ExSin6

Considere as substituições (de variável por termo em fórmula) feitas no exercício ExSin5 acima. Indique quais delas causam colisões de variáveis e quais são sensatas.


Agora daremos a definição formal de aplicação de substiuição de variáveis por termos em fórmulas, i.e., dada uma substituição θ={x1:=t1,x2:=t2…xn:=tn} e uma fórmula α, vamos definir αθ recursivamente.

Definição ExSin10 (substituição de variáveis por termos em fórmulas)
Seja θ={x1:=t1,x2:=t2…xn:=tn} uma substituição. i) para para α=t1≈t2
αθ = t1θ≈t2θ
ii) para α=P(t1, t2, ..., tn)

αθ = P(t1θ, t2θ, ..., tnθ), iii) para α =(¬β)

αθ = (¬βθ)
iv)
para α= β*γ, ∈ onde *∈{∨, ∧, →, ↔}
αθ = βθ*γθ
v) para α =(∀xβ) ou α =(∃xα)
αθ =(∀xβθ) ou αθ = (∃xβθ)
Substituições sensatas podem ser definidas formalmente.

3 
As terminologias "v é livre para t em F" e "v é substitutível por t em F" também são bastante comuns.

Exercício ExSin7

Dê a definição formal de substituição sensata.


Lógica de primeira ordem
2. Semântica

Introdução

A semântica fornece significado para as fórmulas de uma linguagem de primeira ordem. Desta forma estaremos percorrendo o caminho inverso do que fizemos ao introduzir a sintaxe de primeira ordem, isto é, dada uma linguagem de primeira ordem estaremos traduzindo os objetos formais em relações entre indivíduos de um universo de discurso e em descrições de propriedades deste universo. É preciso notar que nem sempre a

tradução de uma fórmula vai descrever propriedades que são verdadeiras no universo de discurso escolhido. Por exemplo, considere a fórmula ∃x(¬x≈c) cujo significado intuitivo é existe um elemento diferente do objeto distinguido nomeado por c. Claro que esta assertiva é verdadeira num universo com pelo menos dois elementos, mas não é verdade no universo cujo único elemento é o indivíduo denotado por c. Assim para se dar um significado para uma linguagem de primeira ordem, temos de fornecer o universo de discurso, os indivíduos

distinguidos deste universo que são denotados pelas constantes da linguagem, as funções e relações definidas neste universo de discurso que interpretam os símbolos de funções e predicados, respectivamente, da linguagem.

A seguir daremos a definição precisa das idéias discutidas acima. Definições

Def Sem1

Dada um assinatura ρ, uma estrutura A para uma linguagem de primeira ordem L(ρ) consiste de:
- um conjunto não vazio, A, chamado de universo de A;

- uma função n-ária, fA: An  → A, para cada símbolo de função n-ária f em L(ρ);
-
uma relação n-ária, PA  ⊆ An, para cada símbolo de predicado n-ário P em L(ρ).
Assim, símbolos de relações serão interpretados como relações no universo da estrutura e os símbolos de função serão interpretados como funções no universo da estrutura, respeitando-se a aridade dos símbolos de predicados e de funções. Note que a interpretação de um símbolo de constante c é um elemento distinguido de A, cA.

Uma estrutura A para uma linguagem de primeira ordem L(ρ) pode ser apresentada como uma n-upla, A=<A,
F, P>, onde F é o conjunto das funções n-árias, fA: An  → A, onde f é símbolo de função n-ária em L(ρ) e P é
o conjunto das relações n-árias PA⊆ An, onde P é símbolo de predicado n-ário em L(ρ). No caso de F ou P
serem conjuntos unitários, não será usada a notação de conjuntos, o conjunto unitário com seu único elemento.

Considere a estrutura A= < N, {cA,dA, fA}, PA  >, com cA  =0 , dA  =2, PA    como a relação < (menor que ) entre números naturais e fA(n)= 2n. Parece razoável interpretarmos as  fórmulas P(c,d) como 0<2 (que é verdade), a fórmula P(d,c) como 2<0 (que é falso) e f(c)≈d como 0=2 ( que é falso). Mas como seria interpretada a fórmula P(x,d) nesta estrutura? À primeira vista tentaríamos como resposta x>2. Mas isto não nos dá uma assertiva verdadeira nem falsa. Parece razoável atribuir–se um valor a x e aí verificarmos se com esta atribuição a x, a tradução da fórmula P(x,d) é uma assertiva verdadeira ou falsa sobre os números naturais. O mesmo tipo de

questão aparece ao considerarmos a fórmula P(f(x),d).

Assim, se associarmos o valor 2 a x, a fórmula P(x,d) é interpretada como 2>2 (que é falso), se dermos o valor

3 a x, a fórmula P(x,d) é interpretada como 3>2 (que é verdadeiro). No caso da fórmula P(f(x),d), ao associarmos o valor 0 a x, parece claro que sua interpretação na estrutura dada é 0<2, já que 2*0=0. Como vemos o significado de uma fórmula (verdade ou falso) numa estrutura depende do valor que seus termos denotam dentro do domínio da estrutura.

Formalizando estas idéias, temos primeiramente que ter uma maneira de avaliar os termos dentro do domínio da estrutura. A definição desta avaliação faz uso do teorema da recursão.

Def Sem2 (Atribuição de valores a termos)

Seja A uma estrutura com domínio A para uma linguagem de primeira ordem L(ρ).
Seja v : VAR→ A, uma atribuição de valores às variáveis em A. A extensão υ :TERM(ρ)→ A de v é uma
atribuição de valores aos termos em A, definida recursivamente da seguinte forma:
υ(x) =v(x), para x∈VAR;
υ(c) = cA   para cada símbolo de constante c de L(ρ);
υ(f(t1, t2, ..., tn)) = fA(υ(t1), υ(t2), ..., υ(tn)), para cada símbolo de função n-ário f de L(ρ) e t1, t2, ..., tn ∈TERM(ρ).
Note que pelo fato de TERM(ρ) ser livremente gerado a partir de VAR, o teorema da recursão garante que υ existe e é a única extensão de v  com as propriedaes descritas acima. Por simplicidade, notaremos por v a extensão υ de v.

Exemplo Sem1

Para ilustrar o conceito de estrutura e atribuição de valores a termos, considere uma lingugem de primeira ordem L(ρ) com símbolos f : s→s, de função unária e c: s0→s, de constante. Seja A a estrutura para esta linguagem tendo como universo N, o conjunto do naturais, fA:N → N definida por fA(n) = 2n e cA=3. Tome v:VAR → N tal que v(x)= 2.

- o termo f(x) é interpretado nesta estrutura com a atribuição v como o número 4;

- o termo f(f(x))) é interpretado nesta estrutura com a atribuição v como o número 8;

- o termo f(c) é interpretado nesta estrutura com a atribuição v como o número 6.

Exemplo Sem2

Observe que os termos f(x) e f(f(x)) podem ter outras interpretações na mesma estrutura, dependendo da atribuição de valores v, enquanto que f(c) sempre aponta para o número 6, qualquer que seja a atribuição de valores v.

Exemplo Sem3

Considere os termos f(x) e f(c) e a mesma estrutura A= <N, fA,cA  > do exemplo anterior. Note que f(c)=f(x)τ, onde τ={x:=c}.
Tome uma atribuição de valores v:VAR→N, tal que v(x)= 2
Com esta atribuição, v(f(x))=4≠6=v(f(c)).
Agora considere a atribuição u:VAR→A tal que u(x)=v(c)=3. Temos que v(f(x)τ)=fA(cA)=6=u(f(x))= fA(3)
O que ilustramos no exemplo Sem3 pode ser generalizado para todos os termos, isto é:
Prop Sem1

Dados uma estrutura A para uma linguagem L(ρ), v uma atribuição de valores para as variáveis, e dois termos t e s em TERM(ρ), considere a atribuição u:VAR→A tal que u(x)=v(r), então v(t[x:=r])=u(t)

Prova : Por indução na estrutura do termo t.

As fórmulas pretendem expressar relações entre elementos do universo ou propriedades do universo.

A idéia intuitiva é que, por exemplo, a fórmula P(x,c), numa estrutura com predicado binário PA  e constante cA vai ter um significado se a x estiver associado um valor no universo, e neste caso, seu significado pode ou não corresponder à realidade. Por exemplo, considere a estrutura A tendo como universo N, o conjunto do naturais,

PA={(n,m)/n>m}⊆ N2 e cA=0.
Nesta estrutura, com a atribuição v, tal que v(x)=0, P(x,c) significa 0>0,  que é falso; com a atribuição v tal que

v(x)=3, P(x,c) significa 3>0, que é verdade. Por outro lado, a interpretação de (∃xP(x,c)) expressa que existe um número natural menor que 0, que é falso , qualquer que seja a atribuição dada a x. Esta diferença se dá pelo fato

de na fórmula P(x,c), o valor que se dá a x é relevante para o significado da fórmula, enquanto que em

(∃xP(x,c)) a variável x faz o papel de uma variável “dummy””, isto é, x aparece na formula só para constar.
Dada uma uma estrutura A com domínio A para uma linguagem de primeira ordem L(ρ) e uma fórmula
α , seja v uma atribuição de valores a VAR em A. Vamos definir a noção A satisfaz α com a atribuição v, que é
uma relação entre A, v e fórmulas, notada por A |= α[v]. A definição é por recursão, assim daremos a definição
de forma direta para as fórmulas atômicas e para as demais será dada recursivamente.

Def Sem3 Estrutura satisfaz fórmula com uma atribuição (A |= α[v]) Para α atômica:

se α é t1     ≈ t2, A |= t1  ≈ t2[v] se e só se v(t1) = v(t2);
se α é P(t1, t2,…,tn), A |= P(t1, t2,…, tn)[v] se e só se (v(t1), v(t2),…,v(tn)) ∈ PA;
Para α não atômica:
- se α é (¬β), A |= (¬β) [v] se e só se A |≠ β[v] i.e. A não satisfaz β com a atribuição v;
- se α é (χ ∧ β), A |= (χ ∧ β)[v] se e só se A |= χ[v] e A |= β[v];
- se α é (χ ∨ β), A |= (χ ∨ β)[v] se e só se A |= χ[v] ou A |= β[v];
- se α é (χ → β), A |= (χ → β)[v] se e só se A |≠ χ[v] ou A |= β[v];
- se α é (χ ↔ β), A |= (χ ↔ β)[v] se e só se A |= χ[v]se e sòmente se A |= β[v];
- se α é ∀xβ, A |= ∀xβ[v] se e só se para cada b ∈ A, A|= β[v(x:=b)], onde , v(x:=b)é a atribuição definida por
v(x:=b)(z)=v(z), para z≠x e v(x:=b)(x) =b. i.e., para cada b ∈ A mantendo-se a mesma atribuição que v dá às
variáveis distintas de x e atribuindo-se a x o valor b, a fórmula β é satisfeita na atribuição v(x:=b). Como isto
ocorre para todo b ∈ A, isto quer dizer que a fórmula β é satisfeita deixando x tomar qualquer valor em A,
mantendo inalterado os valores que v dá às outras variáveis.

- se α é ∃xβ, A |= ∃xβ[v] se e só se para algum b∈A, A |= β[v(x:=b)], i.e., a fórmula β é satisfeita na atribuição que dá b a x, para algum b em A, mantendo-se inalterados os valores que v dá às outras variáveis.

Exemplos

Considere a estrutura A = <N, PA, QA>, onde N é o conjunto dos naturais, PA  = {n∈ N / n é primo} e QA  = {(n, m) ∈ N2  / n > m} e a fórmula α : P(x) ∧ ∃y (P(y) ∧ ¬Q(x, y)).

Considere uma atribuição v tal que v(x) = 5 e v(y) = 6, então temos A |= P(x) [v], já que 5 é primo (v(x)=5 ∈PA)
e A |= ∃y (P(y) ∧ ¬Q(x, y))[v] (existe uma atribuição v', tal que v'(x)=5 e v'(y) = 7, digamos, tal que A |=  P(y) ∧
¬Q(x, y)[v']).
Considere a atribuição v tal que v(x) = 4 e v(y) =6. Como A |≠  P(x)[v] temos que A |≠ P(x) ∧ ∃y (P(y) ∧ ¬Q(x,
y))[v].
Considere A = <N, PA, QA , cA  >, onde N é o conjunto dos naturais, PA  = {n∈ N / n é primo}, QA  = {(n, m) ∈ N2  / n > m} e cA  =3.

Tome a sentença ∃y (P(c) ∧ ¬Q(c, y)) e uma atribuição v tal que v(y)=2.
Então, A |= ∃y (P(c) ∧ ¬Q(c, y))[v], pois 3 é primo (A |= P(c)) e existe um número natural n, digamos 6, tal que
3 >n, i.e., a atribuição v' tal que v'(y)=6 e v'(z)=v(z), para z ≠y é tal que A |= ¬Q(c, y))[v'].
É fácil ver que A |= ∃y (P(c) ∧ ¬Q(c, y))[w] para qualquer outra atribuição w.
Exercícios

Para cada caso considere a estrutura A e a fórmula α dadas e dê atribuições v1  e v2 tais que A |= α[ v1] e A |≠
α[v2].
1. α: P(x) ∧ ∀y(P(y) → ¬Q(x, y)) e A = <N, PA, QA>, onde
N é o conjunto dos naturais, PA  = {n∈ N | n é primo} e QA  = { (n, m) ∈ N2  | n > m}.
2. α : ∃y (P(c) ∧ P(y) ∧ ¬Q(y, c)) e A = <N, PA,QA, cA  >, onde
N é o conjunto dos naturais, PA  e QA  como acima e cA  = 2.

Como foi observado no exemplo 2 se uma fórmula α é uma sentença, isto é, não tem variáveis livres, então, dada uma estrutura A e uma atribuição v, se A |= α[v] (A |≠ α[v]) então A |= α[w] (A |≠ α[w]), para qualquer outra

atribuição w. Isto é, uma sentença é satisfeita numa estrutura em todas as atribuições ou não é satisfeita em nenhuma atribuição.

Outra observação é que a noção de satisfatibilidade numa atribuição só depende dos valores que damos às variáveis livres que ocorrem na fórmula . Estas observações são formalizadas no seguinte teorema:

Teorema Sem1

Dada uma estrutura A e uma fórmula α com variáveis livres x1, x2, ..., xn,
sejam v e w duas atribuições de valores de variáveis a VAR no domínio de A tais que v(xi) =w(xi) para i=1…n.
Tem-se que A |= α[v] sse A |= α[w].
Prova
Por indução na estrutura da fórmula α.
Assim, dada uma fórmula α com n variáveis livres, x1, x2, ..., xn  e uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem, A, com domínio A, seja v uma atribuição de valores a VAR em A tal que v(xi) = ai  (i = 1, 2,

…,n). Usaremos as notações A |=  α[a1, a2,…,an] ou A |=  α[x1:=a1, x2:= a2,…, xν:=an] para A |= α[v] quando quisermos explicitar os valores atribuídos por v às variáveis livres de α.

Usando esta notação alternativa as definições de A |= ∀xβ[v]  e de A |= ∃xβ[v] podem ser reescritas como:
- A |= ∀xβ[a1, a2,…,an] se e somente se para cada b∈ A,
A|= β[x1:=a1,x2:=a2,…,xν:=an,x:=b], i.e., mantendo-se a atribuição dada por v às variáveis livres x1, x2, ..., xn que
ocorrem em ∀xβ e deixando x tomar qualquer valor em A, a formula β é satisfeita nessas novas atribuições.
A |= ∃xβ[ a1, a2, ..., an  ] se e somente se para algum b∈ A, A |= β[x1:=a1, x2:=a2,…,xν:=an,x:=b], i.e., a fórmula β
é satisfeita na atribuição que dá, respectivamente, a1, a2, ..., an  às variáveis x1, x2, ..., xn que ocorrem livres em

∃xβ e atribui b a x, para algum b em A.
Note que nestes dois casos a fórmula β pode ter no máximo n+1 variáveis livres, já que x pode ocorrer livre em
β.
Note que A |= α[v] se e só se A |= ∃xα onde ∃x é uma abreviação para a lista ∃x1∃x ... ∃xn  e x1,x2,...,xn são as variáveis livres de α .
Def Sem4 Estrutura satisfaz fórmula: A |= α
Dada uma fórmula α e uma estrutura A para uma linguagem de primeira ordem, A satisfaz α (denotado por A |
= α) se e somente se, para cada atribuição de valores v de VAR em A, A satisfaz α com v ( i.e. A |= α[v], para
todo v).

Note que para verificarmos se A |= α, para uma fórmula α com variáveis livres, temos que verificar se A |= α[v], para toda atribuição v, enquanto que se α for sentença, A |= α se comporta como um teste (ou é verdade ou é falso).

Note também que A |= α significa que A |=∀xα onde ∀x é uma abreviação para a lista ∀x1∀x ...∀xn   onde x1,x2,...,xn são as variáveis livres de α
.
Exemplo

Considere a fórmula α : Q(c,y) e A = <N, QA, cA  >, onde
N é o conjunto dos naturais, QA  = {(n, m) ∈ N2  | n < m} e cA  = 0.
Então A |= α.
Def Sem5 Estrutura satisfaz conjunto de fórmulas com uma atribuição :A |= Γ[v]
Dada um estrutura A e uma atribuição v, dizemos que A satisfaz Γ com a atribuição v, A |= Γ[v], se e só se A |
= γ[v], para toda fórmula γ de  Γ.
A seguir introduziremos um conceito que é análogo ao de tautologia em lógica proposicional.

Def Sem6 Fórmula lògicamente válida |= α
Uma fórmula α é lògicamente válida, denotado por |= α, se e sòmente se, para cada estrutura A para a
linguagem de α, A satisfaz α ( i.e. A |= α, para toda estrutura A).
Exemplos

P(c) → ∃x P(x) é lògicamente válida.
∀xP(x) → P(y) é lògicamente válida.
Toda fórmula que é obtida pela substituição sistemática das letras sentenciais de uma tautologia por fórmulas de
lógica de primeira ordem é uma fórmula lògicamnte válida, por exemplo P(x)→P(x)
Exercício

1. ∃x P(x) → P(c) é lògicamente válida ?
2.∀xP(x) →∃y P(y) é lògicamente válida ?
3.∀x∃y P(x,y) →∃y∀x P(x,y) é lògicamente válida ?
4. ∃y∀x P(x,y) → ∀x∃yP(x,y) é lògicamente válida ?
5. ∃y∃x P(x,y) → ∃x∃y P(x,y) é lògicamente válida ?
6. ∀y∀x P(x,y) →∀x∀y P(x,y) é lògicamente válida ?
7. Se x não ocorre livre em β mostre que as fórmulas abaixo são lògicamente válidas
a) ∀x(γ ∨ β)↔∀xγ ∨ β e ∀x(β ∨ γ)↔β ∨ ∀xγ
b) ∃x(γ ∨ β)
↔∃xγ ∨ β e ∃x(β ∨ γ)↔β ∨ ∃xγ
c) ∀x(γ ∧ β)↔∀xγ ∧ β e ∀x(β ∧ γ)   ↔β ∧ ∀xγ
d) ∃x(γ ∧ β)
↔∃xγ ∧ β e ∃x(β ∧ γ)↔β ∧ ∃xγ
8. Mostre que ¬∀xγ ↔∃x¬γ e ¬∃xγ↔∀x¬γ são lògicamente válidas
Def Sem 7 Equivalência lógica: α eq β
Duas fórmulas α e β são lògicamente equivalentes se e só se a fórmula α↔β é lògicamente válida.
Exemplos

1)  ∀y∀x α e ∀x∀y α são lògicamente equivalentes.
2)  ¬∀xγ e ∃x¬γ são lògicamente equivalentes.
3)  ¬∃xγ e ∀x¬γ são lògicamente equivalentes.
4) ∃x(γ ∨ β)
e ∃xγ ∨ β são lògicamente equivalentes se x não ocorre livre em β.
5) ∃x(β ∨ γ)↔β ∨ ∃xγ são lògicamente equivalentes se x não ocorre livre em β.
6) ∀x(γ ∧ β) e ∀xγ ∧ β são lògicamente equivalentes se x não ocorre livre em β.
7)∀x(β ∧ γ) 
eβ ∧ ∀xγ são lògicamente equivalentes se x não ocorre livre em β.
8) ∃x(γ ∧ β)
e ∃xγ ∧ β são lògicamente equivalentes se x não ocorre livre em β.
9) ∃x(β ∧ γ) e β ∧ ∃xγ são lògicamente equivalentes se x não ocorre livre em β.
Def Sem 8 Conseqüência lógica Γ|= α
Dado uma conjunto de fómulas Γe uma fórmula α, dizemos que α é conseqüência lógica de Γ (Γ|= α) se e só
se, para toda estrutura A e toda atribuição v, se A |= Γ [v], então A |= α[v].
Exemplos

{∀y∀x P(x,y)} |= ∀x∀yP(x,y)
{∀xP(x)} |=  P(f(x))
Se Γ é o conjunto vazio, usamos a notação |= α. Note que neste caso a definição coincide com a de α ser

lògicamente válida.

Como no caso proposicional, usaremos a notação Γ |≠ α para indicar que α não é uma conseqüência de Γ.
Exercícios

Mostre que

|≠ ∀x∀y(f(x)=f(y)→x=y) ∧ ∀xQ(f(x),x)
{∀x∀y∀z(R(x,y)∧R(y,z)→R(x,z)), ∀x∀y(R(x,y) →R(y,x))} |≠ ∀x R(x,x)
Def Sem 8 A satisfaz Γ: A |= Γ
Dada uma estrutura A e um conjunto de fórmulas Γ dizemos que A satisfaz Γ (A é um modelo de Γ), A |= Γ, se e
só se A |= Γ[v], para toda atribuição de valores v.
Note que se Γ for um conjunto de sentenças, A |= Γ se e só se A satisfaz α para toda sentença α ∈ Γ.
Exemplo

Considere o conjunto de sentenças

Γ={∀x∀y(f(x)=f(y) →x=y), ∀xQ(f(x),x)} e a estrutura A = <N, fA, QA> onde N é o conjunto dos naturais, fA(n)= n+1e QA  = {(n, m) ∈ N2  / n > m}. Temos A |= Γ.
A definição da semântica para uma linguagem de primeira ordem  (satisfação de fórmulas por estruturas) é

bastante técnica, pois dá o significado de um linguagem formal de maneira precisa. Daremos a seguir uma aplicação menos formal da semântica, que é o uso da linguagem de primeira ordem para representação de conhecimento.

O que se pretende aqui é, dada uma(s) sentença(s) em português (ou de outra linguagem natural) obter uma fórmula que a(s) represente(m) simbòlicamente, no sentido de que ao interpretamos os símbolos de volta pelas palavras que eles simbolizam tenhamos uma interpretação que satisfaça a fórmula. Não há uma única forma de representação. Deve-se identificar uma assinatura, isto é quais os símbolos de constantes, funções e predicados que serão usados, de forma que nomes próprios sejam simbolizados por símbolos de constantes, enquanto que relações e propriedades sejam simbolizados por símbolos de predicados. Os fonemas “algum”, “alguém” e seus sinônimos são simbolizados por ∃x, assim como “nenhum”, “ninguém”(e seus sinônimos) são simbolizados

por ¬∃x; “para todo”, “cada” e seus sinônimos são simbolizados por ∀x.
Exemplos

Para simbolizar "Oscar vai a universidade" temos a sentença Universidade (oscar),escolhendo oscar  como símbolo de constante e Universidade como símbolo de predicado, com significado pretendido, x vai a univesidade para Universidade (x).

Para simbolizar "Lógica é difícil" temos a sentença Difícil(lógica), escolhendo lógica como símbolo de constante e Dificil como símbolo de predicado, com significado pretendido x é difícil para Dificil (x). Para simbolizar " A menor bola da loja de João é vermelha" temos

∀x(Loja(joão,x)∧Bola(x)∧∀y(Loja(joão,y)∧Bola(y)∧x≠y→Menor(x,y))
→Vermelha(x)),escolhendo Loja  e Menor como símbolos de predicados binários, Bola e Vermelha como
símbolos de predicado unários e joão como símbolo de constante, com significados pretendidos:
Loja(u,v)- v é vendido na loja de u Menor (u,v) - u é menor que v Bola(v) - v é bola

Vermelha(v) – v é vermelha

Para simbolizar "o avô de uma pessoa é o pai da mãe ou do pai desta pessoa" temos ∀x∀y(Avô(x,y)  ↔ x=pai(y)∨ x=mãe(y)), escolhendo Avô como símbolo de predicado binário, pai e mãe como símbolos de função unários, com significados pretendidos:

Avô(v,u) - v é avô de u pai(u)  - o pai de u

mãe(u) - a mãe de u.

Se escolhessemos Mãe e Pai como predicados binários com significados pretendidos Mãe(u,v) - u é mãe de v e

Pai(u,v) - u é pai de v, teríamos

∀x∀y∀z(Avô(x,y) ↔ Pai(x,z)∧(Pai(z,y)∨ Mãe(z,y)) simbolizando a mesma frase acima.
Para simbolizar "X é primo" temos Primo(x), escolhendo Primo como símbolo de predicado unário com o significado pretendido óbvio

Para simbolizar " A derivada de f é definida " temos a fórmula atômica Definida(derivada(f)), escolhendo Definida como símbolo de predicado unário, derivada como símbolo de função unária, e f como símbolo de constante com os significados pretendidos óbvios. Alternativamente, podemos ter ∀y(y=derivada(f)
→Definida(y)).
Para simbolizar "Alguém mora na casa velha" temos ∃x(Mora(x,velha)), escolhendo Mora como símbolo de predicado binário e velha como símbolo de constante, com significados pretendidos:

Mora(u,v) - u mora em v velha – a casa velha

Todo fantasma da região mora na casa velha pode ser simbolizado por :

∀x(Fantasma(x) → Mora(x,velha).
Existe um estudante que é amigo de Jorge mas não é amigo de Oscar pode ser simbolizado por:

∃x(Estudante(x) ∧ Amigo(x, jorge) ∧ ¬Amigo(x, oscar)
Todo estudante que é amigo de Jorge é amigo de Oscar pode ser simbolizado por: ∀x((Estudante(x) ∧ Amigo(x,
jorge)) → Amigo(x, oscar))
Exercícios

Simbolize as sentenças abaixo por sentenças de lógica de primeira ordem. Só os bravos sabem perdoar.

Nenhum homem é uma ilha.

Todo país tem o governo que merece.

Não há nenhuma certeza, exceto a Lógica. Miséria gosta de companhia.

Nem tudo que reluz é ouro.

Se você agrada a todo mundo, você não agrada a ninguém. Existe algo de podre no reino da Dinamarca.

Todo mundo ama alguém. Alguém ama todo mundo.

Todo projeto em andamento tem um gerente. José é o gerente de todos os projetos.

Existe um gerente de todos os projetos.

Lógica de primeira ordem
3. Propriedades sintáticas

Em algumas aplicações de lógica de primeira ordem usamos fórmulas de formas particulares. Definição PS1(literal)

Um literal é uma fórmula atômica ou a negação de uma fórmula atômica.

Daremos a seguir algoritmos que permitem transformar sintaticamente fórmulas quaisquer de uma linguagem de primeira ordem em fórmulas de forma específica que guardam com as primeiras certas relações semânticas. Daremos algoritmos para obtenção de fórmulas na forma Qxα, onde Qx é uma seqüência de quantificadores e

α é uma fórmula sem quantificadores. Tais fórmulas são chamadas de fórmulas em forma normal prenex. Qx é
chamado de prefixo de Qxα e α é chamando de matriz de Qxα.
Caso a matriz α seja da forma: ϕ1∨ϕ2∨..∨ϕn  onde ϕi  é da forma τ1∧τ2∧...∧τk  e τj  é um literal para j=1...k, diz- se
que Qxα está em forma normal prenex disjuntiva. Caso a matriz α seja da forma ϕ1∧ϕ2∧...∧ϕn  onde ϕi  é da
forma τ1∨τ2∨...∨τk  e τj   é um literal para j=1...k, diz –se que Qxα está em forma normal prenex conjuntiva.
A saída dos agorítmos para obtenção de fórmulas em forma normal prenex (geral, disjuntiva e conjuntiva) é

uma fórmula equivalente à entrada.

O lema apresentado a seguir fornece equivalências que podem ser usadas para manipulação sintática de fórmulas, substiutindo subfórmulas por fórmulas equivalentes, a fim de "empurrarmos" os quantificadores para a esquerda nas fórmulas, obtendo-se fórmulas em forma prenex.

Lema PS1

As seguintes fórmulas são lògicamente equivalentes

1.¬∀xα e ∃x¬α;
2. ¬ ∃xα e∀x¬α;
3. Qx(γ ∨ β) e Qxγ∨β onde Q∈{∀,∃} e x não ocorre livre em β;
4. Qx(β∨ γ) e β∨Qxγ onde Q∈{∀,∃} e x não ocorre livre em β;
5. Qx(γ ∧ β) e Qxγ ∧ β onde Q∈{∀,∃} e x não ocorre livre em β;
6. Qx(β  ∧ γ) e β∧Qxγ onde Q∈{∀,∃} e x não ocorre livre em β
7. (γ→∀x β) e ∀x(γ → β), se x não ocorre livre em γ;
8. ∀x (γ→ β) e (∃xγ → β), se x não ocorre livre em β
9. (∀xγ → β) e ∃x(γ→ β) , se x não ocorre livre em β
10. (γ→∃x β) e ∃x (γ→β), se x não ocorre livre em γ
11. (∃x γ→ β) e ∀x (γ→β), se x não ocorre livre em β
12. ∀xα e ∀yα[x:=y], se {x/y} é uma substituição sensata em α e y não ocorre livre em α
11. ∃xα e ∃yα[x:=y], se x/y é uma substituição sensata em α e y não ocorre livre em α.
Prova

As equivalências são obtidas diretamente a partir da definição de fórmulas equivalentes.

Exercício ExPS1

Demonstre o lema acima.

O próximo lema é análogo ao resultado de substituições de subfórmulas em uma fórmula de linguagem proposicional por fórmulas tautológicamente equivalentes. Usaremos a notação ϕ(α) para indicarmos que α é uma fórmula que ocorre 0 ou mais vezes em ϕ e ϕ[α:=β] para a fórmula obtida de ϕ pela a substituição de 0 ou mais ocorrências da fórmula α em ϕ por β.

Lema PS2 (substituição de equivalentes)

Se α é lògicamente equivalente a β (abreviado por α eq β), então ϕ(α)é lògicamente equivalente a ϕ[α:=β]. Prova

Por indução no número de conectivos e quantificadores que ocorrem em ϕ. Suponha α eq β.

Note que se 0 ocorrência de α for substituída ou se α não ocorre em ϕ, então ϕ[α:=β]=ϕ. Também, se ϕ=α, então ϕ[α:=β]=β.Nestes casos o resultado ϕ(α) eq ϕ[α:=β] segue trivialmente.

Logo, suponha que α é uma subfórmula de ϕ e α≠ϕ, i.e. α é uma subfórmula própria de ϕ.
Seja S= {n /se ϕ é fórmula com n ocorrências de conectivos e quantificadores então ϕ(α) eq ϕ[α:=β] }
1.  Base da indução: n=0

Neste caso ϕ é uma fórmula atômica e α não pode ser uma subfórmula própria de ϕ. Logo n∈S, vacuamente.
2.  Supor n ∈S.
Seja ϕ uma fórmula com n+1 ocorrências de conectivos e quantificadores. Ilustraremos o uso da hipótese de
indução para o caso de ϕ=∀xϕ1. Para os demais casos o argumento é anàlogo.
Para ϕ=∀xϕ1, temos que ϕ1 tem n ocorrências de conectivos e quantificadores e α é uma subfórmula própria de
ϕ1. Por hipótese de indução temos que ϕ1(α) eq ϕ1[α:=β].Usando a definição de fórmulas lògicamente
equivalentes podemos mostrar que ϕ[α:=β]=∀x(ϕ1[α:=β] eq∀xϕ1(α)=ϕ.
A seguir daremos os algoritmos para obtenção de formas prenex. A demonstração de que o algoritmo dá como saída uma fórmula equivlente a de entrada é feita de maneira informal. Uma prova formal de tal resultado pode ser obtida por indução na estrutura da fórmula e é deixada como exercício.

Proposição PS1 (algoritmo para forma normal prenex geral )

Existe um procedimento efetivo que, para cada fórmula α, obtem uma fórmula na forma norma prenex que é equivalente a α.
Prova

Como no caso proposicional, primeiramente elimine todas as ocorrências de ↔ de α isto é, substitua sucessivamente as subfórmulas da forma (γ ↔ β) por (γ → β) ∧ (γ →β) até que o conectivo ↔ não ocorra mais. Em seguida aplique as equivalências 11 e 12 do lema PS1 renomeando todas as variáveis ligadas de forma que

as variáveis ligadas sejam difrentes e disferentes das variáveis que ocorrem livres na fórmula de entrada. Agora aplique as equivalências do lema adequadamente para levar os quantificadores de dentro para fora movendo-os para a esquerda. Note que como todas as substituições são por fórmulas equivalentes, a fórmula resultante é equivalente à fórmula α original pelo lema PS2.

Ilustraremos o procedimento a seguir. Exemplo PS1

Tome α=∀x∃y(∀xP(x)↔Q(x,y,z)) ∧ ∀x(¬P(x)→¬∃yR(x,y))
Eliminando-se ↔ obtemos
α1=∀x∃y[(∀xP(x)→Q(x,y,z)) ∧ (Q(x,y,z)→ ∀xP(x))] ∧∀x(¬P(x)→¬ ∃yR(x,y))
Renomeando as variáveis ligadas obtemos
α2=∀x∃y[(∀vP(v)→Q(x,y,z)) ∧ (Q(x,y,z)→ ∀zP(z))] ∧∀u(¬P(u)→¬ ∃sR(u,s))
Aplicando as equivalências 10 do lema para evitarmos que uma mesma variável ocorra livre e ligada na

fórmula obtemos

α3=∀x∃y[(∀vP(v)→Q(x,y,z)) ∧ (Q(x,y,z)→ ∀wP(w))]∧∀u(¬P(u)→¬ ∃sR(u,s)) Aplicando as demais equivalências, chegamos sucessivamente a α4=∀x∃y[∃v(P(v)→Q(x,y,z)) ∧ ∀w(Q(x,y,z)→ P(w))] ∧ ∀u∀s(¬P(u)→ ¬R(u,s)) α5=∀x∃y[∃v((P(v)→Q(x,y,z)) ∧ ∀w(Q(x,y,z)→ P(w)))] ∧ ∀u∀s(¬P(u)→ ¬R(u,s)) α6=∀x∃y[∃v(∀w((P(v)→Q(x,y,z)) ∧ (Q(x,y,z)→ P(w))))] ∧ ∀u∀s(¬P(u)→ ¬R(u,s)) α7=∀x∃y∃v∀w((P(v)→Q(x,y,z)) ∧ (Q(x,y,z)→ P(w))) ∧∀u∀s (¬P(u)→¬R(u,s)) α8=∀s∀u∀x∃y∃v∀w{(P(v)→Q(x,y,z)) ∧ (Q(x,y,z)→ P(v)) ∧ (¬P(u)→¬R(u,s))}

Exercícios

Ex PS2.1Obtenha outra fórmula na forma normal prenex equivalente à fórmula α do exemplo anterior usando a mesma renomeação de variáveis.

Ex PS2.2Demonstre a proposição usando indução na estrutura da fórmula de entrada α.
Proposição PS2 (Algoritmos para formas normais conjuntiva e disjuntiva)

Existe um procedimento efetivo que para cada fórmula α, obtem uma fórmula em forma normal prenex
conjuntiva (disjuntiva) que é equivalente a α.
Prova
Tendo obtido uma fórmula Qxβ na forma normal prenex, equivalente a  α pelo algoritmo anterior, aplique as equivalências proposicionais adequadas em β, para obter uma fórmula β' equivalente a β em forma normal conjuntiva (disjuntiva). A fórmula Qxβ' é equivalente a Qxβ pelo lema PS2 .
Exemplo PS2

Tome α=∀x∃y(∀xP(x)↔Q(x,y,z) ∧ ∀x(¬P(x)→¬∃yR(x,y)). O algoritmo anterior aplicado a α dá como saída a fórmula α8=∀s∀u∀x∃y∃v∀w{(P(v)→Q(x,y,z)) ∧ (Q(x,y,z)→ P(v)) ∧ (¬P(u)→¬R(u,s))}

Para obter uma fórmula na forma normal conjuntiva equivalente a α7  basta tormarmos
β={(P(v)→Q(x,y,z)) ∧ (Q(x,y,z)→ P(v)) ∧ (¬P(u)→¬R(u,s))}, e aplicando o algorimo para obtenção de forma
normal conjuntiva a β obtemos
β'={(¬P(v)∨Q(x,y,z)) ∧ (¬Q(x,y,z)∨P(v)) ∧ (P(u)∨¬R(u,s))}
Assim, ∀s∀u∀x∃y∃v∀w{(¬P(v)∨Q(x,y,z)) ∧ (¬Q(x,y,z)∨P(v)) ∧ (P(u)∨¬R(u,s))} é uma fórmula na forma
normal prenex conjuntiva equivalente a α.
Observe que em cada passo dos algoritmos apresentados a fórmula resultante é equivalente à fórmula do passo anterior. Logo, por transitividade, a saída do algoritmo é uma fórmula equivalente à fórmula de entrada. Agora daremos um algoritmo para obtenção de fórmula da forma Qxβ onde só aparecem quantificadores universais e

β é uma fórmula sem quantificadores na forma normal conjuntiva. O processo de obtenção de tais fórmulas é
chamado de Skolemização. Durante a Skolemização são introduzidos símbolos novos de função, isto é, que não

ocorrem na assinatura da linguagem da fórmula de entrada. A saída do algoritmo é uma fórmula que não é logicamente equivalente à fórmula de entrada, mas que tem a propriedade de ser satisfatível se e só se a fórmula de entrada o for. Antes de darmos o algoritmo daremos alguns exemplos para ilustrar o papel dos símbolos

novos introduzidos durante a Skolemização.

Exemplo Sklm1

Considere a fórmula α = P(x), cujo significado pretendido é: o valor atribuído a x tem a propriedade expressa por P. Para isto ser verdade, temos que existe um objeto no universo que tem a propriedade expressa por

P. Assim, a fórmula ∃xP(x) é verdade neste contexto.
Por outro lado, se ∃xP(x) é verdade em um contexto, temos que existe um objeto no universo que tem a
propriedade expressa por P. Logo, a fórmula P(x) é verdade neste contexto quando atribuimos este objeto a x.
Neste exemplo mostrarmos que P(x) é satisfatível se e só se ∃xP(x)  é satisfatível.
Exemplo Sklm2

Considere a fórmula α=∃xP(x) cujo significado pretendido é que existe algum objeto no universo que tem a propriedade expressa por P. Assim, se adicionarmos uma constante c à assinatura de P e interpretarmos c como

este objeto que tem a propriedade P, a fórmula P(c) passa a ser verdade neste contexto.

Por outro lado, se P(c) é verdade em um contexto, temos que a interpretação de c é um objeto que tem a propriedade que P expressa neste contexto. Logo, existe um objeto no contexto que tem a propriedade expressa por P, isto é, a fórmula ∃xP(x) é verdade neste contexto.

Neste exemplos mostramos que ∃xP(x) é satisfatível se e só se P(c) satisfatível.
Exemplo Sklm3

Agora considere a fórmula α=∀y∃xP(x,y) cujo significado pretendido é que para qualquer elemento do universo de discurso existe um objeto que está relacionado por P com aquele elemento. É claro que para cada

elemento e que estivermos considerando, o objeto que existe relacionado com e não precisa ser único, nem ser o mesmo relacionado com todos os elementos do universo. Isto é, objetos diferentes podem estar relacionados

com elementos diferentes ou alguns objetos diferentes podem estar relacionados com o mesmo objeto, além

disso pode haver mais de um objeto relacionado com o mesmo elemento. De qualquer modo, podemos definir uma função tal que, para cada elemento e do universo, escolhe um dos objetos dentre os que estão relacionados com e. Observe que esta escolha não precisa ser feita de forma efetiva, ( por exemplo, um sorteio é uma escolha não efetiva) mas que pode sempre ser feita pelo fato de sempre haver pelo menos um objeto relacionado com cada elemento do universo. Isto é, a fórmula ∀yP(f(y),y) é verdade neste contexto, quando f é um símbolo novo

de função que é interpretado como a função acima descrita.
Por outro lado, se ∀yP(f(y),y) é verdade em um contexto, temos que para cada elemento e do contexto, o objeto nomeado por f(e) está relacionado com e (onde f é a interpretação de f no contexto), i.e. a fórmula ∀y∃xP(x,y) é verdade neste contexto.

Neste exemplo mostramos que ∀y∃xP(x,y) é satisfatível se e só se ∀yP(f(y),y) é satisfatível, onde f é um símbolo novo d e função.

Na discussão acima os símbolos novos, c de constante e f de função, são introuzidos com significados pretendidos específicos. Tais símbolos são chamados de funções de Skolem. Agora formalizaremos estas idéias.

Proposição PS3

Para cada fórmula α, existe um procedimento efetivo para se obter uma fórmula na forma Qxβ onde só aparecem quantificadores universais no prefixo Qx e β é uma fórmula sem quantificadores na forma normal conjuntiva tal α é satisfatível se e só se Qxβ é satisfatível.

Prova

A fórmula de saída poderia ser obtida a partir da fórmula de saída do algoritmo de obtenção de forma norma conjuntiva, mas por questão de eficácia, daremos um algoritmo alternativo.

Dada uma fórmula α:
1)  Tome o fecho existencial de α, i.e., se α contiver uma variável livre x, substitua α por ∃xα.
Repita este processo até que a fórmula corrente não tenha mais variáveis livres.
2)  Elimine quantificadores redundantes, i.e. elimine todo quantificador ∀x ou ∃x que não contenha nenhuma ocorrência livre de x no seu escopo.

3)  Renomeie as variáveis ligadas de tal forma que as variáveis governadas por quantificadores sejam todas distintas.

4)
Elimine as ocorrências dos conectivos → e ↔.
5)  Mova o conectivo ¬ para o interior da fórmula até que preceda imediatamente fórmulas atômicas.
6)  Mova os quantificadores para o interior da fórmula

7)  Elimine os quantificadores existenciais (Skolemização), i.e,

Seja φ a fórmula corrente. Obtenha a nova fórmula corrente, φ', substituindo a subfórmula da forma ∃yβ, que se situa mais `a esquerda em φ por β[y/f(x1, ..., xn], onde:

x1, ..., xn  é uma lista de todas as variáveis livres de ∃yβ e f é um símbolo de função n-ário (função de Skolem)
que não ocorre em φ.
Caso não haja variáveis livres em ∃yβ substitua ∃yβ por β[y/c], onde c é uma constante (de Skolem) que não
ocorre em φ.
Repita o processo (de Skolemização) até que todos os quantificadores existenciais tenham sido eliminados.

8)  Obtenha a forma normal prenex da fórmula obtida no passo 6, i.e., mova os quantificadores para a esquerda.

9)  Obtenha a forma normal conjuntiva da matriz da fórmula obtida no passo 7, substituindo a matriz desta pela forma normal conjuntiva obtida.

10) Simplifique a fórmula do passo 9 eliminando repetições de literais no mesmo disjunto e disjunções que são tautologias.

Observe que:

- o fecho existencial da fórmula obtido no passo 1 é satisfatível se e só se a fórmula original for satisfatível. O

argumento é análogo ao usado no exemplo Sklm1.

- os passos 2 a 6 produzem fórmulas equivalentes à formula obtida no passo 1. Assim, a fórmula obtida no passo 6 (equivalente à do passo 1) é satisfatível se e só se a fórmula de entrada, α, for satisfatível.

-
a cada introdução de símbolo de função ou constante de Skolem, ocorrida no passo 7, a fórmula obtida é satisfatível se e só se a fórmula antes da substiuição for satisfatível. O argumento é análogo ao usado nos exemplos Sklm2 e Skm3.

-
os passos 8 a 10 obtêm fórmulas equivalentes à fórmula obtida no passo 7. Assim, a fórmula obtida pelo passo 10 (equivalente à do passo 7) é satisfatível se e só se a fórmula de entrada, α, for satisfatível.

-
os passos 6 e 10 são opcionais. O passo 6 se justifica por evitar que sejam introduzidas no passo 7 funções

com aridade maior do que o necessário. (a aridade da função de Skolem introduzida da esquerda para direita vai depender do número de quantificadores universais que estejam à esquerda do quantificador existencial que está sendo eliminado).

Exemplo PS3

Tome α=∃y(∀xP(x)↔Q(x,y,z)) ∧ ∀x(¬P(x)→¬ ∀yR(x,y)). Aplicando o passo 1 obtemos o fecho existencial de α: α1=∃z∃x∃y(∀xP(x)↔Q(x,y,z)) ∧ ∀x(¬P(x)→¬∀yR(x,y))
O passo 2 não se aplica.

Renomeando-se as variáveis quantificadas temos: α2=∃s∃u∃y(∀xP(x)↔Q(u,y,s))∧∀z(¬P(z)→¬∀vR(z,v)) Eliminando os conectivos ↔ e → em α2 temos:

α3=∃s∃u∃y((¬∀xP(x)∨Q(u,y,s))∧(¬Q(u,y,s)∨∀xP(x)))∧∀z(P(z)∨¬∀vR(z,v))
Movendo ¬ para o interior da fórmula temos:
α4=∃s∃u∃y((∃x¬P(x)∨Q(u,y,s))∧(¬Q(u,y,s)∨∀xP(x)))∧∀z(P(z)∨∃v¬R(z,v)))
Passo 6 não se aplica.

Eliminando os quantificadores existenciais temos: α5=((¬P(d)∨Q(b,c,a))∧(¬Q(b,c,a) ∨∀xP(x)))∧∀z(P(z)∨¬R(z,f(z))) Obtendo a forma normal prenex temos: α6=∀z∀x((¬P(b)∨Q(c,a,d))∧(¬Q(c,a,d)∨P(x)))∧(P(z)∨¬R(z,f(z)))
A matriz da forma já está na forma conjuntiva e o passo 10 não se aplica.

Exercícios

Aplique o algoritmo de Skolemização às fórmulas abaixo ExPS1. ∀x[(∃yR(x,g(y,z))) →S(z,h(x,y,z))] ExPS2.∀y[R(z,y) →∀zS(z,y)]
ExPS3. ∀y[∃xR(x,f(y)) →S(z,g(x,c))]
ExPS4. ∀x∀y[∃zT(x,y,z)↔(R(x,y)∨¬S(y,x))
ExPS5. ∃x∃y∀z{[P(x, y)→(P(y,z)∧P(z,z)]
→[(P(x,y) Q(x,y)) →(Q(x,z) ∧Q(z,z))]}
ExPS6. ¬∃x∀z[P(z, y)↔ ¬∃x (P(z,x)∧P(x,z)]
Raciocínio Lógico e resolução de problemas
Conectivos - são palavras que se usam para formar novas proposições a partir de outras. Exemplo:
P : 6 é par E 8 é cubo perfeito; Q : NÃO vai chover;
R : SE Mauro é médico, ENTÃO sabe biologia;

S : o triângulo ABC é isósceles OU equilátero;
T : o triângulo ABC é equilátero SE E SOMENTE SE é equilátero.
São conectivos usuais em lógica Matemática as palavras que estão grifadas, isto é "e", "ou", "não", "se ... então", "... se e somente se ..."

Tautologia - Chama-se tautologia toda a proposição composta cuja última coluna de sua tabela-verdade encerra somente a letra V (verdadeira). Em outros termos, Tautologia é toda proposição composta P(p, q,
r, ...) cujo valor lógico é sempre (V) verdade, quaisquer que sejam os valores lógicos das proposições simples
componentes.
Exemplos:

a) A proposição "~ (p Ù ~ p)" (Princípio da não contradição) é tautológica, conforme se vê pela sua tabela- verdade:
	p
	~ p
	p Ù ~ p
	~ (p Ù ~ q)

	V
	F
	F
	V

	F
	V
	F
	V


b) A proposição "p Ú ~ p" (Princípio do terceiro excluído) é uma tautologia.
	p
	~ p
	p Ú ~ p

	V
	F
	V

	F
	V
	V


Contradição - Chama-se contradição toda a proposição composta cuja última coluna da sua tabela-verdade encerra somente a letra F (falsidade).
Em outros termos, contradição é toda proposição composta P(p, q, r,...) cujo valor lógico é sempre F (falsidade), quaisquer que sejam os valores lógicos das proposições simples componentes p, q, r, …

Como uma tautologia é sempre verdadeira (V), a negação de uma tautologia é sempre falsa (F), ou seja, é uma contradição, e vice-versa.
	p
	~ p
	p Ù ~ p

	V
	F
	F

	F
	V
	F

	p
	~ p
	p « ~ p

	V
	F
	F

	F
	V
	F


Diz-se que uma proposição P (p, q, r, ...) é logicamente equivalente ou apenas equivalente a uma proposição
Q (p, q, r, ...), se as tabelas-verdade destas duas proposições são idênticas.
Indica-se que a proposição P (p, q, r, ...) é equivalente a proposição Q (p, q, r, ...) com a notação
P (p, q, r, ...) Û Q (p, q, r, ...)

Em particular, se as proposições P (p, q, r, ...) e Q (p, q, r, ...) são ambas tautológicas ou são ambas contradições, então são equivalentes.
Equivalências Notáveis
Propriedades da Conjunção
Sejam p, q e r proposições simples quaisquer e sejam t e c proposições também simples cujos valores lógicos respectivos são V (verdade) e F (falsidade).
(a) Idempotente  : p Ù p Û p
	p
	p Ù p
	p Ù p « p

	V
	V
	V

	F
	F
	V


(b) Comutativa : p Ù q Û q Ù p
	p
	q
	p Ù q
	q Ù p
	p Ù q « q Ù p

	V
	V
	V
	V
	V

	V
	F
	F
	F
	V

	F
	V
	F
	F
	V

	F
	F
	F
	F
	V


(c) Associativa : (p Ù q) Ù r Û p Ù (q Ù r)
	p
	q
	r
	p Ù q
	(p Ù q) Ù r
	q Ù r
	p Ù (q Ù r)
	(p Ù q) Ù r « p Ù (q Ù r)

	V
	V
	V
	V
	V
	V
	V
	V

	V
	V
	F
	V
	F
	F
	F
	V

	V
	F
	V
	F
	F
	F
	F
	V

	V
	F
	F
	F
	F
	F
	F
	V

	F
	V
	V
	F
	F
	V
	F
	V

	F
	V
	F
	F
	F
	F
	F
	V

	F
	F
	V
	F
	F
	F
	F
	V

	F
	F
	F
	F
	F
	F
	F
	V


As colunas 5 e 7 são equivalentes
(d) Identidade : p Ù t Û p e p Ù c Û c

	p
	t
	c
	p Ù t
	p Ù c
	p Ù t « p
	p Ù c « c

	V
	V
	F
	V
	F
	V
	V

	F
	V
	F
	F
	F
	V
	V


As colunas equivalentes são 1, 4 e 3, 5.

Um argumento P1,P2,...,Pn a Q diz-se válido se e somente se a conclusão Q é verdadeira todas as vezes que as premissas P1,P2,...,Pn são verdadeiras.
Portanto,  todo argumento válido goza da seguinte característica: A verdade das premissas é incompatível com a falsidade da conclusão.
Um argumento não-válido diz-se um sofisma.

Deste modo, todo argumento tem um valor lógico, digamos V se é válido(correto, legítimo) ou F se é um sofisma(incorreto, ilegítimo).
As premissas dos argumento são verdadeiras ou, pelo menos admitidas como tal. Aliás, a Lógica só se preocupa com a validade dos argumentos e não com a verdade ou falsidade das premissas e das conclusões.
A validade de um argumento depende exclusivamente da relação existente entre as premissas e a conclusão. Portanto,  afirmar que um dado argumento é válido significa afirmar que as premissas são verdadeiras.
Regras de inferência usadas para demonstrar  a validade dos argumentos
	Regra de adição
(AD):

i)
ii)
	Regra de simplificação
(SIMP):

i)
ii)
	Regra da conjunção
(CONJ):
i)
ii)
	Regra da absorção(ABS):
	Regra modus ponens(MP):

	Regra modus tollens(MT):
	Regra do silogismo disjuntivo(SD):
i)
ii)
	Regra do silogismo hipotético(SH):
	Regra do dilema construtivo(DC):
	Regra do dilema destrutivo(DD):


Com o auxílio destas dez regras de inferência pode-se demonstrar  a validade de um grande número de argumento mais complexos.
A validade de qualquer argumento pode ser demonstrada, verificada e testada mediante Tabelas-verdade,
Regra de Inferência, Equivalências e Fluxogramas. Nos deteremos, agora, nos fluxogramas.
O fluxograma constitui um método alternativo para as Tabelas-verdade na verificação da validade de um argumento, no qual se ilustra o raciocínio utilizado.
Neste método, para verificação da validade de um argumento ou prova de um teorema, procede-se da seguinte maneira:
1. consideram-se as premissas verdadeiras;

2. aplicam-se as definições dos conectivos lógicos para determinar o valor lógico da conclusão que deverá se a verdade(V), para que o argumento seja válido ou o teorema provado;

Caso ocorram situações em que não se possa determinar o valor lógico da conclusão, ou em que F = V(contradição), o argumento não é válido.
O teste de validade de argumentos ou prova de teoremas mediante o uso do fluxograma pode ser feito pelo método direto ou indireto (por absurdo).
Negação

	A
	~(A), ou -A, ou /A, ou ainda, A'
	

	F
	V
	

	V
	F
	

	A
	B
	Conjunção
A . B, ou AB
	Disjunção
A + B
	Implicação
A => B
	Equivalência
A <=> B

	F
	F
	F
	F
	V
	V

	F
	V
	F
	V
	V
	F

	V
	F
	F
	V
	F
	F

	V
	V
	V
	V
	V
	V


Alguns destaques das tabelas-verdade tratadas:
•  A negação, como o próprio nome diz, nega a proposição que tem como argumento. Tem como símbolo o acento "~" , ~A,ou, algumas vezes, uma barra sobre a variavel lógica, Ã, ou o sinal "-", -A, ou o símbolo "/", /A, ou ainda, o sinal "'", A'. Lembre-se que o símbolo nada mais é que uma simples representação da negação. O que é relevante é que o significado do símbolo seja explicitamente declarado. Aqui, os símbolos mais usados para a negação são o sinal "'", e barra por sobre a variável lógica, [image: image114.png]


.

•  O símbolo mais utilizado para a conjunção, em Eletrônica Digital, é o ponto ".".

•  O símbolo mais utilizado para a disjunção, em Eletrônica Digital, é o sinal "+".

•  A única função da implicação lógica (A => B, onde A é o antecedente e B é o conseqüente) é afirmar o conseqüente no caso do antecedente ser verdadeiro. Segundo Quine, a única maneira de se negar a implicação lógica como um todo é quando isto não ocorre, isto é, tem-se o antecedente (A) V e o consequente (B) é F. Apenas neste caso, a implicação (A => B) é F. Em todos os outros casos é V.

•  A equivalência sempre é V quando os dois argumentos possuem o mesmo valor lógico (seja, este valor, V ou F).

Para Aristóteles, o raciocínio (dedutivo) reduz-se essencialmente ao tipo determinado  que se denomina silogismo.

Os componentes do silogismo aristotélico são sentenças universais ou particulares, afirmativas ou negativas, isto é , dos tipos seguintes:
A : Todos os animais são mortais – universal afirmativa
E : Nenhum animal é imortal – universal negativa
I : Alguns homens são sábios – particular afirmativa
O: Alguns homens não são sábios – particular negativa
Os silogismo aristotélicos constam de duas premissas e uma conclusão: Num premissa "todo X é Y", X e Y são termos.
Estrutura lógica de relações entre pessoas, lugares, objetos ou eventos.
Caracteriza-se por apresentar um conjunto de afirmações (premissas), formado por proposições compostas (os termos são interligados pelos conetivos lógicos: e, ou, se...então, se e somente se), e também podem apresentar proposições simples.
A resposta solicitada para este tipo de questão é a alternativa que traz uma conclusão que é necessariamente  verdadeira para o conjunto de premissas fornecidas no enunciado. Assim, notamos que as questões de estruturas lógicas se assemelham às de Argumento Válido, pois apresenta premissas (trazidas no enunciado) e uma conclusão válida (que será a própria resposta procurada!).
Para resolver as questões de estruturas lógicas utilizaremos os métodos de teste de validade de argumentos apresentados anteriormente.
Dividiremos as questões de Estruturas lógicas em dois tipos, a saber:
1º tipo: Quando uma das premissas apresenta somente uma forma de ser verdadeira. Isso ocorre em duas situações:
1) o conjunto de premissas traz alguma proposição simples; ou
2) o conjunto de premissas traz alguma proposição composta em forma de conjunção
(com o conectivo “e” interligando  os seus termos).
2º tipo: Quando todas as premissas do argumento possuem mais uma forma de ser verdadeira.
O 1º tipo, definido acima, é resolvido utilizando-se o 3º método de teste de validade de argumentos, já nosso conhecido! Como já vimos, o 3º método é realizado por meio dos seguintes passos:

1º passo: consideram-se as premissas verdadeiras, e com o conhecimento das tabelas-verdade dos conectivos, descobrimos os valores lógicos das proposições simples que compõe o argumento.
2º passo: A partir dos valores lógicos das proposições simples, devemos encontrar  qual é a alternativa que traz uma proposição que é conseqüência obrigatória das premissas, ou seja, que possui valor lógico necessariamente  verdadeiro.
Não há melhor maneira de se aprender a trabalhar questões de Estruturas Lógicas do que por meio da resolução de questões! Passemos a elas!
(AFC 2002 ESAF) Se Carina é amiga de Carol, então Carmem é cunhada de Carol. Carmem não é cunhada de Carol. Se Carina não é cunhada de Carol, então Carina é amiga de  Carol. Logo,

a) Carina é cunhada de Carmem e é amiga de Carol.
b) Carina não é amiga de Carol ou não é cunhada de Carmem. c) Carina é amiga de Carol ou não é cunhada de Carol.
d) Carina é amiga de Carmem e é amiga de Carol.
e) Carina é amiga de Carol e não é cunhada de Carmem. Solução:

O enunciado da questão traz três afirmações (premissas), que são apresentadas abaixo: P1. Se Carina é amiga de Carol, então Carmem é cunhada de Carol.
P2. Carmem não é cunhada de Carol.
P3. Se Carina não é cunhada de Carol, então Carina é amiga de Carol.
Da mesma forma que já fizemos em diversas soluções de questões, vamos traduzir simbolicamente as frases acima, a fim de tornar a solução mais rápida. Para isso, vamos definir as seguintes proposições simples:

A = Carina é amiga de Carol
B = Carina é cunhada de Carol
C = Carmem é cunhada de Carol
Destarte, as frases traduzidas para a linguagem simbólica ficam assim: P1. A → C

P2. ~C

P3. ~B → A

Agora vamos a solução propriamente dita. Observe os passos abaixo:

1º PASSO: Considerando as premissas como verdadeiras e a partir do conhecimento das tabelas-verdade dos conectivos, vamos obter o valor lógico das proposições simples (A , B e C).

Veja o procedimento  seqüencial feito abaixo:

a) Começamos pela 2ª premissa, pois esta é uma proposição simples, e, portanto, só possui uma forma de ser verdadeira.
P1. A → C
P2. ~C ⇒ Como ~C é verdade, logo C é F
P3. ~B → A

Resultado: O valor lógico de C é F.

b) Substitua C pelo seu valor lógico F

P1. A → F ⇒ para que a condicional seja verdade é necessário que A tenha valor lógico F P2. ~F

P3. ~B → A
Resultado: O valor lógico de A é F.

c) Substitua A pelo seu valor lógico F P1. F → F

P2. ~F

P3. ~B → F ⇒ para que a condicional seja verdade é necessário que ~B tenha valor lógico

F, e daí B é V.

Resultado: O valor lógico de B é V.

- Em suma:
A é F , significa que: “Carina é amiga de Carol” é falso. Daí: (“Carina não é amiga de Carol” é verdade)
B é V , significa que: “Carina é cunhada de Carol” é verdade. C é F , significa que: “Carmem é cunhada de Carol” é falso. Daí: (“Carmem não é cunhada de Carol” é verdade)
2º PASSO: De posse das verdades obtidas no 1° passo, verificaremos qual é a alternativa que traz uma proposição necessariamente  verdadeira.
Não há necessidade de traduzirmos as frases das alternativas da questão para linguagem simbólica. Observemos como é fácil descobrir a alternativa correta:
falso falso

a) Carina é cunhada de Carmem e é amiga de Carol. 
falso verdade verdade
b) Carina não é amiga de Carol ou não é cunhada de Carmem. 
verdade falso falso

c) Carina é amiga de Carol ou não é cunhada de Carol. 
falso falso falso

d) Carina é amiga de Carmem e é amiga de Carol. 
falso falso verdade
e) Carina é amiga de Carol e não é cunhada de Carmem. 
falso

A única alternativa que traz uma proposição verdadeira é a letra “B”
Resposta!
EXEMPLO 02:

(ANEEL 2004 ESAF) Surfo ou estudo. Fumo ou não surfo. Velejo ou não estudo. Ora, não velejo. Assim, a) estudo e fumo.
b) não fumo e surfo.
c) não velejo e não fumo. d) estudo e não fumo.
e) fumo e surfo.
Solução:

O enunciado da questão apresenta quatro afirmações (premissas), que são apresentadas abaixo: P1. Surfo ou estudo.
P2. Fumo ou não surfo.
P3. Velejo ou não estudo. P4. Não velejo.
Ora, as premissas são frases pequenas, então não há necessidade de definir letras para representar  as proposições simples. Vamos trabalhar do jeito que está!
Agora vamos à solução propriamente dita. Observemos os passos abaixo:

1º PASSO: Consideraremos as premissas como verdadeiras e, a partir do conhecimento das tabelas-verdade dos conectivos, vamos obter o valor lógico das proposições simples. Vejamos a seqüência abaixo:

a) Iniciaremos pela 4ª premissa, pois esta é uma proposição simples, e, portanto, só tem uma forma de ser verdadeira.
P1. Surfo ou estudo
P2. Fumo ou não surfo
P3. Velejo ou não estudo
P4. Não velejo ⇒ Como ‘Não velejo’ é verdade, logo ‘velejo’ é F
Resultado: O valor lógico ‘velejo’ é F.

b) Substitua ‘velejo’ por F, e ‘não velejo’ por V P1. Surfo ou estudo
P2. Fumo ou não surfo
P3. F ou não estudo ⇒ para que a disjunção seja verdade é necessário que ‘não estudo’ tenha valor lógico V . Daí ‘estudo’ é F.

P4. V

Resultado: O valor lógico de ‘estudo’ é F.

c) Substitua ‘estudo’ por F, e ‘não estudo’ por V

P1. Surfo ou F ⇒ para que a disjunção seja verdade é necessário que ‘surfo’
tenha valor lógico V.

P2. Fumo ou não surfo
P3. F ou V P4. V

Resultado: O valor lógico de ‘surfo’ é V.

d) Substitua ‘surfo’ por V, e ‘não surfo’ por F P1. V ou F

P2. Fumo ou F ⇒ para que a disjunção seja verdade é necessário que ‘Fumo’
tenha valor lógico V.

P3. F ou V P4. V

Resultado: O valor lógico de ‘Fumo’ é V.

- Em suma, as verdades são:

‘não velejo’ ; ‘não estudo’
‘surfo’ ; ‘Fumo’
2º PASSO: De posse das verdades obtidas no 1° passo, verificar qual é a alternativa que traz uma proposição necessariamente  verdadeira.
F V

a) estudo e fumo 
falso

F V

b) não fumo e surfo 
falso

V F

c) não velejo e não fumo 
falso

F F

d) estudo e não fumo 
falso

V V

e) fumo e surfo 
verdade
A única alternativa que traz uma proposição verdadeira é a “E”
Resposta!
Dedução de novas informações a partir de outras apresentadas.
Dedução natural é um dos sistemas dedutivos utilizados para construir demonstrações formais na Lógica. Nos anos 30, foram introduzidos pela primeira vez, por Gentzen e Jaśkowski, os sistemas de Dedução Natural para a Lógica Clássica. As demonstrações realizadas no sistema de dedução natural seguem uma via sintática e utilizam árvores de derivação.
Para poder realizar uma derivação formal, é necessário formalizar a expressão que queremos demonstrar.  Formalizar significa traduzir da forma lingüística usual para uma notação lógica, uma forma que é entendível  para qualquer um, independente da língua que fala, e que também reduz o espaço ocupado pela frase escrita, tendo em vista que podemos utilizar uma notação mais econômica, a lógica.

Na notação formal utilizamos conectivos lógicos, operadores que realizam a ligação entre os átomos (os menores objetos). São eles:
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O sistema de dedução natural serve para verificar a derivabilidade de uma expressão. Porém, não serve para gerar um contra-modelo  nem para mostrar um conjunto de derivações possíveis, ou seja, a árvore de derivação nos mostra, apenas, uma das, várias, derivações existentes para a expressão.
Existem dois métodos de se escrever as demonstrações em dedução natural: através de um método linear ou através de árvores de derivação (árvores de dedução). A raiz da árvore é a conclusão, os filhos são as derivações que geram a conclusão. O sistema de dedução natural apresenta regras que unem árvores
(finitas) que são geradas a partir de um conjunto finito de premissas e hipóteses até derivar uma certa conclusão.
As folhas da árvore representam  hipóteses ou premissas. As folhas abertas representam  premissas, enquanto as fechadas representam  hipóteses (marcadas com []). Todas as folhas devem possuir marcas e deve-se evitar o conflito de marcas, ou seja, ter duas fórmulas diferentes com uma mesma marca. A marca, geralmente, é um número natural, identificando  as folhas.
Cada passo, ou seja, cada derivação realizada, na árvore, deve ser baseada em uma das regras do sistema. É como um jogo, em que devemos seguir todas as regras para podermos concluí-lo de maneira correta e vencer.
Os sistemas que trataremos aqui serão o Sistema intuitivo(Lógica Intuicionista),  Sistema Np (Lógica Clássica

Proposicional) e o Sistema Nc(Lógica Clássica de Primeira Ordem).
Sistema intuitivo
No sistema intuitivo possuímos regras que tratam de conectivos, assim como o sistema Np apresentado abaixo. A grande diferença entre o sistema intuitivo e o sistema Np é que o sistema intuitivo não possui a regra do absurdo clássico e nenhuma derivação baseada nela. Sendo assim, não podemos fazer derivações como:
, facilmente derivadas no sistema Np ou Nc da lógica clássica. Com exceção do citado,
podemos utilizar as mesmas regras do sistema Np.
Sistema Np
No sistema Np possuímos regras que tratam de conectivos. Abaixo está a apresentação do conjunto de regras do Sistema Np:

Regras de eliminação
As regras de eliminação mostram como retirar os conectivos para podermos gerar derivações. Elas são melhores utilizadas quando estamos construindo  uma derivação a partir das hipóteses e em direção a conclusão ("de cima para baixo").

Eliminação da conjunção
[image: image116.png]


                 Eliminação da conjunção à direita.
Eliminação da conjunção à esquerda.
As regras de eliminação da conjunção, como foram apresentadas acima, dizem que, se temos uma conjunção, podemos tirar um pedaço dela, a parte mais à direita (Ed) ou a parte mais à esquerda (Ee), e eliminá-lo.
Lógica da argumentação
# Argumento:
Chama-se argumento a afirmação de que um grupo de proposições iniciais redunda em uma outra proposição final, que será conseqüência das primeiras!
Dito de outra forma, argumento é a relação que associa um conjunto de proposições p1, p2, ... pn ,

chamadas premissas do argumento, a uma proposição c, chamada de conclusão do argumento.
No lugar dos termos premissa e conclusão podem ser também usados os correspondentes  hipótese e tese, respectivamente.
Vejamos alguns exemplos de argumentos:

Exemplo 1) p1: Todos os cearenses são humoristas.

p2: Todos os humoristas gostam de música.

c : Todos os cearenses gostam de música.

# Argumento Válido:
Dizemos que um argumento é válido (ou ainda legítimo ou bem construído), quando a sua conclusão é uma conseqüência obrigatória do seu conjunto de premissas.
Veremos em alguns exemplos adiante que as premissas e a própria conclusão poderão ser visivelmente falsas

(e até absurdas!), e o argumento, ainda assim, será considerado válido. Isto pode ocorrer porque, na Lógica, o estudo dos argumentos não leva em conta a verdade ou a falsidade das premissas que compõem o argumento, mas tão somente a validade deste.
Exemplo: O silogismo...

p1: Todos os homens são pássaros. p2: Nenhum pássaro é animal.

c: Portanto, nenhum homem é animal.

... está perfeitamente bem construído, sendo, portanto, um argumento válido, muito embora a veracidade das premissas e da conclusão sejam totalmente  questionáveis. Repetindo: o que vale é a construção, e não o seu conteúdo! Ficou claro? Se a construção está perfeita, então o argumento é válido, independentemente do conteúdo das premissas ou da conclusão!
Num raciocínio dedutivo (lógico), não é possível estabelecer a verdade de sua conclusão se as premissas não forem consideradas todas verdadeiras. Determinar  a verdade ou falsidade das premissas é tarefa que
incumbe à ciência, em geral, pois as premissas podem referir-se a qualquer tema, como Astronomia, Energia Nuclear, Medicina, Química, Direito etc., assuntos que talvez desconheçamos por completo! E ainda assim, teremos total condição de averiguar a validade do argumento!
Agora a questão mais importante:  como saber que um determinado  argumento é mesmo válido? Uma forma simples e eficaz de comprovar a validade de um argumento é utilizando-se de diagramas de conjuntos.
Trata-se de um método muito útil e que será usado com freqüência em questões que pedem a verificação da validade de um argumento qualquer. Vejamos como funciona, usando esse exemplo acima.
Quando se afirma, na premissa p1, que “todos os homens são pássaros”, poderemos representar  essa frase da seguinte maneira:
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Observem que todos os elementos do conjunto menor (homens) estão incluídos, ou seja, pertencem  ao conjunto maior (dos pássaros).

E será sempre essa a representação gráfica da frase “Todo A é B”. Dois círculos, um dentro do outro, estando o círculo menor a representar  o grupo de quem se segue à palavra todo.
Ficou claro? Pois bem! Façamos a representação gráfica da segunda premissa.
Temos, agora, a seguinte frase: “Nenhum pássaro é animal”. Observemos que a palavra chave
desta sentença é nenhum.  E a idéia que ela exprime é de uma total dissociação entre os dois conjuntos.
Será sempre assim a representação gráfica de uma sentença “Nenhum A é B”: dois conjuntos separados, sem nenhum  ponto em comum.
Tomemos agora as representações gráficas das duas premissas vistas acima e as analisemos em conjunto. Teremos:
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Agora, comparemos a conclusão do nosso argumento – Nenhum homem é animal – com o

desenho das premissas acima. E aí? Será que podemos dizer que esta conclusão é uma
conseqüência necessária das premissas? Claro que sim! Observemos que o conjunto dos homens está totalmente separado (total dissociação!) do conjunto dos animais.
Resultado: este é um argumento válido!
# Argumento Inválido:
Dizemos que um argumento é inválido – também denominado ilegítimo, mal construído, falacioso ou sofisma – quando a verdade das premissas não é suficiente para garantir a verdade da conclusão.
Exemplo:
p1: Todas as crianças gostam de chocolate. p2: Patrícia não é criança.

c: Portanto, Patrícia não gosta de chocolate.

Veremos a seguir que este é um argumento inválido, falacioso, mal construído, pois as premissas não garantem (não obrigam) a verdade da conclusão.
Patrícia pode gostar de chocolate mesmo que não seja criança, pois a primeira premissa não afirmou que somente as crianças gostam de chocolate.
Da mesma forma que utilizamos diagramas de conjuntos para provar a validade do argumento anterior,
provaremos, utilizando-nos do mesmo artifício, que o argumento em análise é inválido.
Diagramas lógicos

São ditas proposições categóricas as seguintes:
— Todo A é B

— Nenhum A é B

— Algum A é B e
— Algum A não é B

Proposições do tipo Todo A é B afirmam que o conjunto A é um subconjunto do conjunto B. Ou seja: A está contido em B. Atenção: dizer que Todo A é B não significa o mesmo que Todo B é A.

Enunciados da forma Nenhum A é B afirmam que os conjuntos A e B são disjuntos,
isto é, não tem elementos em comum. Atenção: dizer que Nenhum A é B é logicamente equivalente a dizer que Nenhum B é A.

Por convenção universal em Lógica, proposições da forma Algum A é B estabelecem
que o conjunto A tem pelo menos um elemento em comum com o conjunto B. Contudo, quando dizemos que Algum A é B, pressupomos que nem todo A é B. Entretanto, no sentido lógico de algum, está perfeitamente correto afirmar que “alguns de meus colegas estão me elogiando”, mesmo que todos eles estejam.
Dizer que Algum A é B é logicamente equivalente a dizer que Algum B é A. Também, as seguintes expressões são equivalentes: Algum A é B = Pelo menos um A é B = Existe um A que é B.

Proposições da forma Algum A não é B estabelecem que o conjunto A tem pelo menos

um elemento que não pertence ao conjunto B. Temos as seguintes equivalências:
Algum A não é B = Algum A é não B = Algum não B é A. Mas não é equivalente a

Algum B não é A.

Nas proposições categóricas, usam-se também as variações gramaticais dos verbos ser

e estar, tais como é, são, está, foi, eram, ..., como elo de ligação entre A e B.

Resolvemos listar algumas regras que já foram vistas anteriormente
Todo A é B = Todo A não é não B Algum A é B = Algum A não é não B Nenhum A é B = Nenhum A não é não B Todo A é não B = Todo A não é B

Algum A é não B = Algum A não é B Nenhum A é não B = Nenhum A não é B Nenhum A é B = Todo A é não B

Todo A é B = Nenhum A é não B

A negação de Todo A é B é Algum A não é B (e vice-versa) A negação de Algum A é B é Nenhum A é B (e vice-versa)
Verdade ou Falsidade das Proposições Categóricas
Dada a verdade ou a falsidade de qualquer uma das proposições categóricas, isto é, de
Todo A é B, Nenhum A é B, Algum A é B e Algum A não é B. pode-se inferir de imediato a verdade ou a falsidade de algumas ou de todas as outras.
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Alguém vai perguntar: preciso decorar tudo isso? Na realidade, o melhor é buscar entender tudo isso! A rigor, conforme veremos pela resolução das questões abaixo, conseguiremos solucionar os problemas deste assunto praticamente mediante o desenho dos diagramas lógicos!
Ou seja, a coisa é bem mais fácil do que aparenta. Passemos às resoluções!
Exercício: (Especialista em Políticas Públicas Bahia 2004 FCC) Considerando “todo livro é instrutivo” como uma proposição verdadeira, é correto inferir que:
a) “Nenhum livro é instrutivo” é uma proposição necessariamente  verdadeira.
b) “Algum livro é instrutivo” é uma proposição necessariamente  verdadeira. c) “Algum livro não é instrutivo” é uma proposição verdadeira ou falsa.

d) “Algum livro é instrutivo” é uma proposição verdadeira ou falsa.

e) “Algum livro não é instrutivo” é uma proposição necessariamente  verdadeira.
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Pode haver questão mais fácil que esta?

A opção A é descartada de pronto: “nenhum livro é instrutivo” implica a total dissociação entre os diagramas. E estamos com a situação inversa!
A opção B é perfeitamente escorreita ! Percebam como todos os elementos do diagrama vermelho estão inseridos no diagrama azul. Resta necessariamente  perfeito que algum livro é instrutivo.
Resposta: opção B.
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UNIDADE MONETÁRIA�



PERÍODO DE VIGÊNCIA�



SÍMBOLO�



CORRESPONDÊNCIA�
�



Real (Plural = Réis)�



Período colonial até


7/10/1833�



R�



R 1$2000 = 1/8 de ouro de 22 k�
�



Mil Réis�



8/10/1833 a


31/10/1942�



R$�



Rs 2$500 = 1/8 de ouro de 22 k.�
�



Cruzeiro�



1/11/1942 a


30/11/1964�



Cr$�



Cr$ 1,00 = Rs 1$000








(um cruzeiro corresponde a mil-réis)�
�



Cruzeiro (eliminados os centavos)�



1/12/1964 a 12/2/1967�



Cr$�



Cr$ 1 = Cr$ 1,00�
�



Cruzeiro Novo (volta dos centavos)�



13/2/1967 a 14/5/1970�



NCr$�



NCr$ 1,00 = Cr$ 1.000�
�



Cruzeiro�



15/5/1970 a 14/8/1984�



Cr$�



Cr$ 1,00 = NCr$ 1,00�
�



Cruzeiro (eliminados os centavos)�



15/8/1984 a 27/2/1986�



Cr$�



Cr$ 1 = Cr$ 1,00�
�



Cruzado (volta dos centavos)�



28/2/1986 a 15/1/1989�



Cz$�



Cz$ 1,00 = Cr$ 1.000�
�



Cruzado Novo�



16/1/1989 a 15/3/1990�



NCz$�



NCz$ 1,00 = Cz$ 1.000,00�
�



Cruzeiro�



16/03/1990 a


31/7/1993�



Cr$�



Cr $ 1,00 = NCz$ 1,00�
�



Cruzeiro Real�



1/8/1993 a 30/6/1994�



CR$�



CR$ 1,00 = Cr$ 1.000,00�
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